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PREMIÈRE THÈSE. 



LES GROUPES D'ORDRE p\ 



INTRODUCTION. 

1. Un groupe d'ordre kp"' (p premier, k premier à/;), contient toujours (') un groupe 
d'ordre/?"'. Ce théorème met en évidence l'importance des groupes d'ordre/?"* (/? premier). 
Les groupes d'ordre /> sont cycliques; les groupes d'ordre/?^ (nécessairement abéliens), 
p\p^ (^) ^^ P^ O ^^^ été déterminés, ainsi que plusieurs types de groupes d'ordre p"' 
(m quelconque), par exemple ceux qui contiennent un groupe cyclique d'ordre/?"'""' (*). 
Je me suis proposé de déterminer ici tous les groupes d'ordre p^ en même temps que de 
nouveaux types de groupes d'ordre/?"'. 

Tout groupe d'ordre/?'" est résoluble ('). On sait (®) construire tous les groupes réso- 
lubles de degré donné, transitifs qui ne sont contenus dans aucun groupe résoluble transitif 
d'ordre plus grand et de même degré. Ici le problème est différent. Il s'agit de déterminer, 
non des groupes de substitutions de degré donné, mais des types de groupes abstraits d'ordre 
donné, définis seulement pdiV leurs équations, c'est-à-dire par un ensemble quelconque de 
relations entre certains de leurs éléments, dits générateurs, équivalant à la Table de multi- 
plication (^) du groupe. 

2. Pour la solution de ce problème, je me servirai principalement des théorèmes 
suivants. 

(1) Sylow, m. a. y t. V, 1872, p. 584. 

(•) HoLDER, M. A,j t. XLIII, 1893, p. 3oi', YouNO, A. /., t. XV, 1898, p. \Zx. 

(») Bagnera, a, D. ilf., 3* série, t. I, 1898, p. 137; t. Il, 1899, p. 263. 

(*) BuRNSiDE, T/ieorjr ofgroups, n" 65. 

(») Sylow, /oc. cit. 

(«) Jordan, Traité des substitutions. 

C) ^o/> par exemple BuRNSiDE, T/teorr, p. 9.0. Caylby, P////. Mag.y t. II, i854; A.J,, t. J. 
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2 LES GROUPES d'oRDRE /?*. 

Supposons (')que, dans les équations définissant un groupe G d'ordre fini, figurent deux 
séries de générateurs rt,, ..., ût^, è,, .. ., i^ et désignons d'une manière générale par X(a), 
X(6) des produits des a seuls ou des b seuls. Supposons en outre que les équations de G 
aient la forme 

Désignons par A le groupe défini par les équations ki{a)= i et par B le groupe défini 
par les équations By(è) = i . 

\, On a chaque élément de G une fois et une seule fois dans la forme a(a)j3(i), ^(6) par- 
courant les éléments distincts de B, c est-à-dire les produits que les équations lij(b) = i laissent 
distincts, et a (a) parcourant les produits que les équations de G laissent distincts, c'est-à-dire 
les éléments distincts d'un groupe A' contenu dans G et défini par toutes les équations entre 
les a seuls qui résultent des équations de G. En sorte que V ordre de G est au plus égal au 
produit des ordres de A et de B et lui est égal toujours et seulement si G contient A. 

II. Si G contient A et si Ton désigne par A ^^(b) le complexe des éléments OL(a)^(b)où^(b) 
reste ^xe, les complexes A^(b) forment un groupe engendré par les complexes Ab et défini 
au point de vue abstrait par AR^(è) = A ou By(i)== i mod A, c est-à-dire isomorphe à B. On 
appelle ce groupe groupe quotient de G par A et l'on désigne par le symbole G | A. A tout 
diviseur B, de B correspond un diviseur A^ de G contenant A et tel que A, | A soit isomorphe 
à B,. 

III. Si B est cyclique, c'est-à-dire si les équations de G ont la forme 

Ai(a) = i, h^—k\a\ b''aib = Ki{a), 

pour que G contienne A il faut et il suffit que les équations 

A,[AK«)] = i, A'-'(a)a,k\a) = Ar{a), A'[A/(a)] = A'(a) * 

(A/ (a) désignant b^^a^b^) soient conséquences des seules équations A/(a) = i. Ces trois 
conditions seront dites respectivement conditions d^au/omorphisme (^), de fermeture, de 
permutabilité, et en général conditions d'ordre, car elles expriment que l'ordre do G est 
m fois celui de A. 

IV ('). Un g^« (*) ^^ toujours des éléments normaux (c'est-à-dire permutables à tous 

0) HÔLDER, M, A,, t. XLUI, 1893, p. 3oi. De Sbguier, /. M., 5* série, l. VDI, 1902, p. 253. 

(') Jc et X parcourant les éléments d'un groupe G, on appelle automorphisme de G toute substitution {x^fx) 
des éléments de G. telle quefxfj^ =fxy, 

(») Sylow, loc, cit, 

(^) Voici les principales notations dont je me servirai au cours de ce travail. J'écrirai un gM pour un groupe 
d'ordre N, p. p. c. m. pour un plus petit commun muUipIe, p. g. c. d. pour plus grand commun diviseur. 
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les éléments de G) autres que l'unité et forment un groupe abélien appelé le central de G. 

V(*). Un gp»» abélien G est toujours produit direct de groupes cycliques, c'est-à-dire 
produit de groupes cycliques n'ayant deux à deux aucun élément commun et tels que tout 
élément de l'un quelconque d'entre eux est permutable aux éléments de tous les autres. Les 
générateurs de ces groupes cycliques forment une base de G. 

3. Je distinguerai d'abord les g^» d'ordre déterminé par \q\xv figure. Voici le sens de ce 
terme. 

Soit A^ = A le central de G. Le groupe quotient G| A a de même un central AJ A|, 
A2 étant ^G. Si Ag est <G, GIA2 a un central A,! Aj, A3 étant <G, et ainsi de suite. 
Si G \ky^y est abélien, on a Apt_, = G. Considérons alors la série 

Aq^^^^i, Aj := a, Aj, ••*, Aji-i, Ajx=^w 

dite série spéciale de G, et désignons par A/_|a,-, (/= 1, ..., [jL;y/=: i, ..., v/) une base du 
groupe abélien A/| A/_,. 

Soit, pour simpliiier l'écriture, a^j^=^aj. Si û/y est d'ordre^"'/, m odA/_,, c'est-à-dire si 
la première puissance de a/y qui est dans A/_, a pour exposant /?V, on appelle y?^wr^ du 
groupe abélien A/|A/_, le symbole 

qV figure de G le symbole 

1 = 11 

1=1 

i={i 
Il est clair que la figure de G|Aa esi JJ(a/, a^-^ ... a^v.) et que A/, (A =: i, . . . , (ji) a 

pour générateurs les a/y. où i est ^A. On sait que l'on a v^^i (^), et, si i est <^k, 
^u.=^kj,C)^ q^c's 9"^ soienty,-,yV 



Si A, B, ... désignent des complexes d'éléments appartenant à un groupe G, j'appellerai p. p. c. m. de A, B, ... 
et je désignerai par le symbole | A, B, .-. . J le groupe que forment dans G tous les produits d'éléments appartenant 

à A, B, Le produit jr->/-*x|-, x eljr étant deux éléments de G, est un commutateur j j'appellerai commutant 

et je désignerai par G le p. p. c. m. des commutateurs. Si G contient un groupe A, je désigneiai par le 
symbole (G, A) Yùidice de A dans G. 

Lorsque le module d'une congruence sera/?, je le sous-entendrai toujours. Je désignerai par & l'unité pour^p = 2 
et o pour p impair, par e' l'unité pour p = 3 et o pour p 9^Z, par e' l'unité pour p = 5 et o pour p ?^ 5, par / une 
racine primitive de p, par N un nombre arbitraire non carré mod/?. 

(*) Frobenius et Stickelbergrr, Cr., t. 86, 1879, p. 217. 

(') YouNG, loc cit, 

C) De Sêguier, Éléments de la théorie de t groupes abstraits, n*» 94. 
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L'ordred'un groupe de figure JJ(a/,a,2...a/v.) étant/?'", /w=2a/y, on obtiendra toutes 



1=1 1,/, 



les figures possibles d'un groupe d'ordre yo"' donné, en faisant prendre à [jl successivement 
toutes les valeurs depuis i jusqu'à /w — i, puis pour chaque valeur de a faisant prendre 
aux V, et aux a,y. tous les systèmes de valeurs compatibles avec les conditions 






m. 



4. Supposons donnée la figure de G, on en déduit un système (S) de relations nécessaires 
entre les û/y.. En effet, quels que soient i ety'/, aj*''* est égal à un produit d'éléments 
de A/_,, ; et, comme A/| A/_| est central de G | A/_, , tout produit a,y.' ci^,[aij.a,,j^(i'^k) est égal à 
un produit d'éléments de A/^,. Alors, en appliquant les théorèmes I et III, on voit que 
l'ordre de G sera/?"* toujours et seulement si les conditions d'automorphisme, fermeture, 
permutabilité sont vérifiées dans l'adjonction de chacun des a/y. au groupe défini par les 
équations de (S) où ne figurent que les précédents. 

Ces conditions étant supposées remplies, G sera d'ordre /i"' et défini par (S). Pour que G 
soit bien de la figure donnée, il faut et il suffit que, quel que soit <, tout élément normal 
de G| A/.| appartienne en vertu de (S) à A/| A/_|. Cette condition sera dite condition de 
figure. 

La remarque suivante permet de simplifier les calculs. Les équations (S') de GjA 
s'obtiennent en remplaçant dans (S) tous les aypar i. Supposons connus les divers 

systèmes (Sp) définissant tous les types distincts de figure IT (a/, a/j. ..a,v.). On peut 

toujours supposer que les An/y (i > i) ont été choisis de manière que (S) soit l'un des- 
systèmes (S' ). Le système (S) se compose alors : 

I** Des équations obtenues en multipliant les seconds membres des équations de (S') par 
des produits quelconques des ay, je les appellerai équations (I); 

2'' Des équations a{*'= I et des équations exprimant que chaque «y est permutable à 
tous les a,y., je les appellerai équations (II). 

Les seuls exposants indéterminés sont ceux des ây dans les équations (I). Les conditions 
d'ordre étant supposées vérifiées, comme G| A est déjà de figure donnée, la condition de 
figure s'obtiendra en exprimantsimplement que tout élément normal de G appartient à A, 
en vertu des équations (I ). 

En écrivant le système (S), je sous-entendrai ordinairement les équations (11). 

Chaque type de G| A pour lequel les conditions d'ordre et de figure sont compatibles, 
conduit ainsi à une forme générale de (S) où les exposants deay restent indéterminés dans 
des limites fixées par les conditions d'ordre et de figure. Aux diverses déterminations du 
système (£) des exposants des aj correspondent divers types de G, distincts ou non. 
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Deux types de G correspondant à deux types de G|A étant évidemment distincts, il ne 
reste a distinguer que les types correspondant à un même type de G| A. 

Considérons un type déterminé de G correspondant à un système déterminé (S^) d'expo- 
sants. Prenons de nouveaux générateurs è^^/X^ ~ '♦ •- •♦ F*-» '^= i» •••>v;t) tels que 
les Ajt_,èAA forment une base de Ajt| A^t-, quel que soit k, et que les équations de G| A ne 
changent pas. Soit (S^) le système des exposants des équations (S) transformées; 
pendant que le système des b parcourt tous les systèmes de générateurs satisfaisant aux 
deux condilions énoncées, (2^) parcourt tous les systèmes (2) correspondant au type 
donné de G. 

Or les b s'expriment en fonction des a par des relations qui, en vertu de la première 
condition, auront nécessairement la forme 



i = A 



^*'-nn«r'' 



1=1 



L'expression des deux condilions introduit entre les x un système de relations (C), et 
les exposants de (2^)s'exprimenten fonction des a? et desexposants de (2^) par un système 
de formules (T). La condition nécessaire et suffisante pour que (2^) et (2^) définissent le 
même type de G estque les formules (C) et (T) soient compatibles (*). 

La détermination des types revient en somme à chercher les invariants de la transforma- 
tion définie par(C) et (T). J'ai rencontré par exemple dans les figures (ni) (ii i), (i i) 
(i I II), (i i)(i i) (il) des expressions dont le caractère quadratique est invariant, et j'ai 
indiqué, pour les deux premières figures citées, la propriété du groupe k laquelle corres- 
pond cette invariance. 

5. Au début de ce Travail j'ai donné l'expression la plus générale des générateurs 
basiques d'un g^» abélien en fonction des générateurs d*une base déterminée. Cette 
expression est utile pour la formation des conditions (C). J'ai cherché ensuite toutes les 
figures possibles des g^«, en supposant successivement que le central est d'ordre p\ p\ 
p^yp* Dans les figures où certains des a/y. sont >► i en peut les remplacer par des entiers 
arbitraires sans compliquer les calculs. J'ai déterminé ainsi tous les types des figures 

(r5)(ii), (rii)(ii), (ri)(iii), 

(5)(ll)(ll), (0(I)(I)(II), (5I)(I)(II), (^)(5)(II). 

Certains types défigure {rs) (i i), (n i)(ii)ont tous leurs diviseurs abéliens. La déter 
mination des groupes ayant tous leurs diviseurs abéliens a déjà été faite (^). J'ai repris 

( * ) c/. De SÉGUiBRy Éléments de la théorie des groupes abstraits^ Chap. IV. 

(*) BuRNSiDE, Theorjr, n' 76; Miller et Moreno, Trans, of tJie Am, Math, Soc, l. IV, 1903, p. 398. 
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cette question pour les groupes d'ordre/?'", ce qui m'a conduità déterminer certains types 
de figure {rs i) (f i) et incidemment à chercher l'expression la plus générale d'un système 
de générateurs quelconques d'un g,,~abélien en fonction de générateurs basiques. 

Certains types de figure (n) (i 1 1) ayant tous leurs g^'—jabéliens, je me suis proposé de 
déterminer tous les g,,« métabéliens (*) dont tous les g^— t sont abéliens; j'ai été amené 
ainsi à étudier les figures (/•5)(i i i), {rsi){\ 1 1), {rs){'i7,). 

Tel est l'objet de la première Partie. Dans une deuxième Partie, j'ai étudié les figures 
restantes des g,,«. 

Certaines de ces figures ont présenté quelque difficulté, a cause de la présence, dans le 
système (T) de congruences quadratiques. Aussi n'a-t-il pas toujours été possible, 
notamment dans la figure (i i)(i ht), de distinguer les types par une méthode purement 
arithmétique. Dans ce cas j'ai eu recours à des considérations théoriques pour simplifier 
d'avance autant que possible les équations de G, considérations qui m'ont d'ailleurs 
conduit à trouver une forme irréductible d'un nombre quelconque de variables, 
pour p = i (^). On trouvera au contraire dans la figure (n)(i i)(ii) un exemple d'une 
discussion purement arithmétique. 

On trouvera, à la fin de ce travail, une liste des équations des groupes qui y ont été 
déterminés. 

6. J'ajouterai deux remarques indiquant le lien entre ce Travail et des travaux faits a 
d'autres points de vue. 

L'ensemble des opérations consistant à remplacer les Uij. par les fr^/^ dans les condi- 
tions indiquées (1) constitue un groupe, car l'inverse de chacune d'elles et le produit de 
deux quelconques d'entre elles appartiennent à cet ensemble. L'ordre de ce groupe est le 
nombre des systèmes de valeurs des x solutions de (C). Ce groupe est représcntable en 
groupe de substitutions opérantsur les(£)et à chaque système d'intransitivi té correspond 
un type distinct de G ('). 

Si, dans les formules (C), (T) on suppose 

( 2a ) r= ( i/, ), ûij. — bki^ =1 pour /, k'Lh (h^o ), 

ces formules déterminent alors le changement de générateurs le plus général conservant 
les équations de G|Aa. L'opération consistant à remplacer les a/y. par les b i^i^(^i , k ^ h) 
définit alors un automorphisme de G|Aa. Le nombre des systèmes de valeurs desaj^y^/i 
{i,k^ A.) solutions des formules (C), (T) ainsi modifiées est l'ordre du groupe des auto- 
morphismes de G [ A^. 

(') FiTK, Trans, of the Am. Math, Soc, t. HF. 1902, p. 33 1. 

(î) Cf, n"22. 

(') Cf. figure (ii)(iiii), (m) (m pour p = 1. 
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RÉSULTATS GÉNÉRAUX RELATIFS AUX GROUPES D'ORDRE p 



m 



Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un système d'éléments 

d'un %p* abélien G forme une base de G. 

7. Désignons par a,;, (e = i, . .., v;y/= i, . .., /?/) une base d'un g^« abélien G;soit/>*» 
(a,> a,v,, av+, = o) l'ordre des a/y.. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un système d'éléments de G forme une base de G. 

A cause de l'invariance du nombre et des ordres des générateurs basiques (*), nous 
pourrons désigner les nouveaux générateurs basiques par 

^*/k = JI«o^'**'* (^ = « , . . . , y ; /a-= I , . . . , «A ), 

é^/j étant d'ordre/?**. D'où une première condition nécessaire : six est <ik, on doit avoir, 
quels que soient ji^ Ij^^ 

Cette condition étant supposée remplie, pour que les bi^^^ forment une base de G, il faut 
et il suffit que l'équation 

(-) n*î''-' 

n'admette pas d'autres solutions que y^/^^o mod/>**. Or, les Uij. formant une base de G, 
l'équation (i) équivaut au système de congruences 

( I ) 2 Xij^ku y kit, = o ni od />«. . 

■■-■ ■ ■ ■ 1»^— ^» ■ .1 11 I !■ ^ » ■■■ I Ml ■ I 

( * ) Frobenius el Stickelbbrgbr, Loc, cit. 
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IVmu\ pour quo los A^,^ formoiU une hase de G, il faut et il suffit que le système (I) 
n'rtdmoMo pas traulros solutions que >>// :o mod^**. 

IV^iguous iM^ gt^iu^ral par A* lo diMerminant des^r^y^^/^, je dis d*abord que si l'on a A^^ <> 
\h vV lo snsiJmuo 



I A 



adiwol dos solutions aulnes que Vki^ :o (^mod/>*»V En effet, le système (II) peut s'écrire 

On aura dos solutions do co s>>tèmo on posant V|,^= ^u»/»**"'» '^s s^,^ étant solutions de 

Ko i^^Nint, d^'apr^V \^0A. jnmr i^i\ x ,..^= x k,/**^*» '^'^ ^^'^ ^^^ *'^'* obtient des solu- 
tuMi do ^Uh on prônant î«,^ *'*^/»*' *•* 1^^ ^<>»i ^tani solutions de 



» • « i » 



^^ "^ X ^""^ *'ii^^ ***-4 ' ^ ^'»^ ..»*«. , ^^ •* "• *^' 



( 



< f 



I >ioîOKT)î'^a:U ^lo \Vs oquat ^mis ost 1 1 A< %v IVmu^ lo s>>lo:^îo ■ IV » * îmrt d'antre^ 



i \ 



v^ ,;. ,v';> ^-0 *.; x> ots |VAT suiîo^ lo s>sîo:no U* ai:nrl d'autros $*>îut -n> qur 



v. . 



4t « • • « 






11^ 



N I lA. ^' -^V ' ^*S •Il 



vv 



1)^ A^ /^ 



CIIAXGEMEXT HE IJASE. () 

n admet pas d'autres solutions que v^t/j^o mod^"*. Je dis que ce théorème est encore vrai 
pour A' = A. En effet, le système (II) peut s'écrire 



k—h-\ 



2 2 ^'>'*'* y^'^ "*" 2 ^'^•''''' «y^"* - ^ "^^*^ /^*'' 



A = I /a /;. 



d'où, en tenant compte de (C), 



k = h-\ 



2 2 *^'^'*'' ^*'' ^ ^ "^^' /?«.-«* ( I = I , . . . , A), 



A-l /| 



donc, d'après le théorème admis, on a j^^t/^^^no modyo"*~*/'. Posons 



«!-«, 



rA/i=-A/i />"*-% 

le système (11) donne, en transformant comme précédemment, 

Arri — I k h 

A-l /t A-/ /i 

A-/i 

le déterminant de ces équations étant ^ITa^, donc ^o par hypothèse, ces équations 

A=l 

entraînent 

Zf,!^ = o mod /y*s 

donc, quel que soit ^% 

Comme en vertu de ((]) le déterminant A = |a7,-,AYi| des Xijj,i^ est ==TjA)t on peut 
énoncer le théorème : 

Pour que les b^^formentune base il faut et il suffit que l'on aitx,^,^,^ ()mod/>*"*«(i -< A*) 



^^l-^/,-A-/J^<>. 



P. 



•À 
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Détermination des figures des g^*. 

8. Si G n'est pasabélien, Tordre du central Â est au pIus/'\ En ce cas» A étant de Tun 
des cinq types 

('l), (30, (22), (211), (II II), 

et G I A de type (i i), G sera de l'une des cinq figures 

(4)(ll), (3l)(ll), (22)j(ll, (2il)(Il), (Illl)(ll). 

Si A est d'ordre p*, A est de l'un des trois types 

(3), (21), (m), 

et G I A, aussi d'ordre p^ et non cyclique, est, d'après la détermination des gy, de l'une des 
trois figures 

(21), (m), (i)(ii); 

G sera donc de l'une des neuf figures 

(3)(2l), (3)(lll), (3)(I)(II), (2I)(2I), (2l)(IIl). (2I)(I)(II), '(Ill)(2l), (Ill)(lli), 

(Ill)(l)(ll). 

Si A est un g,,», donc G| A un g,/ non cyclique, A est de l'un des deux types 

(2), (il) 

et G| A qui ne peut être cyclique est, d'après la détermination des g^s de Tune des sept 
figures 

(3i), (22), (211), (un), (2)(ii), (ii)(ii), (i)(i)(ii). 

G sera donc de l'une des quatorze figures 

(2)(3l), (M)(3l), (2)(22), (ll)(22), (2)(21l), (ll)(2Il), (2)(illl), (ll)(llll), 
(2)(2)(ll), (II)(2)(II), (2)(ll)(ll), (ll)(ll)(ll), (2)(I)(I)(II), (II)(I)(I)(II). 

Si A est un gp, G|A est un gy non cyclique, qui a, d-après la détermination des g^*, 
quinze figures donnant pour G les quinze figures 

(l)(4l), (I)(32), (I)(3ll), (I)(22I), (l)(2IIl), (I)(IIII1), 
(I)(i)(llll), (l)(3)(ll), (l)(2l)(ll), (I)(2)(I)(II), (I)(lil)(ll), (I)(ll)(l)(ll), 

(l)(ll)(lll), (l)(l)(ll)(fl), (0(i)(«)(0(iO. 
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Or, toute figure présentant dans une parenthèse un chiffre plus fort qu'un chiffre quel- 
conque d'une des précédentes est impossible. De même si G est métabélien et A cyclique, 
le commutant étant métabélien, les figures où il y a, dans la deuxième parenthèse, un 
nombre impair de chiffres égaux sont impossibles (')• Enfin nous n'avons pas à nous 
occuper de la figure (i 1 1 i)(i i) ni des figures de la forme 

(.v)(ii), (.ç)(2s^), (5)(iiii); (5i)(ii). (.o(0(iO, 

qui ont déjà été traitées (*). 



Figure (s)(l)(ll) s>l. 

9. D'après les types connus de figure (i)(ii), G aura pour équations, en sous-entendant 
celles qui expriment que a etb sont normaux, 

at'*—bP—\, cP=b^a\ ciP =:= cy b^' a""' , ei*^êb'^'a^\ d-^cd^cbV-a», e-'ce =zcbV-'a*', 
e-'^de=:dc; (y=:o, (5 r^ o, i si />> est ^ 3; y =: â =: o, y zr o = i si />r:i 2 ). 

Les conditions d'automorphisme donnent d'abord a^X^A'==o mod /?*"', puis, 
en remplaçant a, X,X' par/i'"*a, ^"*X, ^*~'X' les conditions d'ordre et de figure donnent 

y|ut z:^ y). ~ a — yV -h e). se:- (3 — y/Jt' -h £|Jt, = a 4- OÀ H- O.' = ^ -4- 5|ut -H ejut' = 5>.' .= (Î/jl' = o , * 

et l'on ne peut avoir Xe£^[jl^X'~^[jl'^ee:o. 

Or, si p est ^3, en supposant y = o, o =s i, on a 

a s P = a -h >. == [3 -h fx = )/ =H /jl' zz o, donc >. = jui =s >.' e?^ jui' = o, 

et si /? = 2, en supposant y = S = i , on a 

}. =ï jUl =E= // ^ jUt' ^13 O, 

il faut donc y = 8 = o, alors on a comme conditions 

a := £>« ^ £>/, [3 ^ £]Ul E= £|Ul', 



(*) FiTE, Tra/is. of the À m. Math. Soc, t. UI, igo'^, p. 3'Ji. 

(') De Skguier, Élément? de in théorie des groupes abstraits, Chap. IV. 
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i'I Iff» /équations do G seront : 

e'^ce - chV-'a^P* ', e'^de^=z de. 

On trouve, par un calcul direct, e*'rf^Ve^r/^c'= e?' cT c^ b^ a^^^^ avec 

Z'.= c',5, r-.y'+y, \'=y'z + x'+T, K':=iSy(y'z+x') + z{^'^'^ + Aj:'=+yQ\ 



W^-K[yiy'.^.-) ^ -.{y)\ -H >.' [x'c H-yQ] 



(1*011, le commutant \aj),c\ étant abélien, 



\l\ K'\ X' s*obtiennent en retranchant H', K', X' de ce que deviennent ces expressions 
quand on y permute les lettres accentuées et non accentuées de même nom. On trouve 
ensuite, par récurrence, (e'd^c^)"= e*"£/^'"c''-//"a''* '"- avec 



d'où, pour a =/>, x, y, z étant </>, (€^d^(fy = c^rb^pa^t\ avec 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G, 
qui ost de la forme 

r/, -.//'îrt^ h^T-^b-^'aP' '^ c,=c^^^r?% d^=e-dyc'b*^a'', e^^e-dy'c''b^'a*'\ Iti'iyz --zy')^o, 

et où nous supposons x, jk» 2» ^\ y\ -' < ^, doit vérifier les conditions 
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et fournit sur les exposants des équations de G la transformation 



(^) 


\ ^>i 


C(fA/ +fA'«), 


1 vi'K 


-tlifxy + fx'z'); 


(3) 


^«i+A»'-'^'(5',-h/>/. = A,„ 


i»\+p' «ns^+M'-A;. 


(-'.) 


Yia,-ht)'|3, ^B,„ 


Y)«', H- n'|3'; = b;,. 



mod/>*; 



Remarquons que h et A' permettront toujours de vérifier (3), pourvu que Ton ait 

Soit d'abord p^/i, les formules (i) et (2) montrent que Ton peut toujours faire l'une 
(les trois hypothèses suivantes, qui sont distinctes : 

|Ut = ^' = 0, X = O, >/ =• I ; |UL = 0, jJl'^zi, X 1=0,1, )/=0, 

en ayant toujours X, = X, [jl, = {x, X', = X', |jl, =l^\ 
La première hypothèse donne 5^0, ^==yz''^^ puis 

(5) z'*'(x\ ^ a', /;;"«•; ^ «y 4- a^^'; 

d'où, pour />^3, les.huit types 

a'=a"=o, (3'=o, ;3'^=o,i; a'=o, a"=i, (3'=o,i, ^''zno; a'=z=i,N, a"=r;3'=o, Ç^'—o^i; 

^ deuxième hypothèse donne z ^ ?'== o, •r(=yz'^, puis 

(5) |«', = «'y. $a',sa'/+«V; 

(4) r,a', +jV« ?', = ?' J, r,a',+y-'«P', = i3y+P'5'+£'/; 

d'où, .pour/)^5, les six types 
et, pour^= 3, les six types 

«'=«'=0, ^'=0,1, P'=o; »'=<x'=(x, |3'=-i, i3'=o,i; x'-i, »'=o, j3'=o, i3"=o,i. 
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La troisième hypothèse àonne 5^0, r/^j5'', \^y^z\ ^^yY'z\ puis 

( 4 ) r,a; -h yz'^ ^\ ^ ?>, r.a . -h yz"^ ^p\ ^ py ^ y z' + £>' ; 

croii, pour/?25, les 10 -h/? types 
et, pour /> -= 3, les treize types 

a'=a''=o, ?'=o,i, ;3''=ro; a'=:a' = o, ?' = — i, ;â'— 0,1; 

Soi/ maintenant p = 2, les formules (i) et (2), qui se réduisent à 

montrent que l'on peut toujours faire Tune des deux hypothèses suivantes, qui sont 
distinctes : 

^nzo, X:=:i; ;x=rl, >. = O, 

en ayant toujours X, = X, [x, r= p.. 
Z>a;z^ le premier cas on a 

(5) oc\ = a> 4^ a'^^, oi] = a'/ 4- a^c', y^ =/5'= o; 

( i) r,a' -+- (3; = P'7 + (3'^, tîa; H- p; = (3'/+ (3','; 

d'où les sept lypes 

a'=a'=o, P' = o, (3^ = o,i, a'=:a'=:o, J3'=rP"=:i; 
a'=o, «"=!, (3':=:.o,i, i3' = o; a'^a^^zi, P' = o, ;3''=ro,i. 

Z>a/z^ fe deuxième cas, on a les mêmes formules et, par suite, sept nouveaux types 
correspondant aux mêmes valeurs de a', P', a", P". 
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Figure (s)(s)(ll) s>l. 

10. D'après les types connus de figure (s)(ii) ^>i, G aura des équations de la 
fornie 

aP'^ii, bP'=zaPy cP=ayy ' dP=zb^a^, c-^bc=.ba^ 
d'^bd=ba\^y d-^ cd r=^ cbP*" d* \ (a = o,i). 

Les conditions d'automorphisme, fermeture et permutabilité donnent 

>. = |ji = v = o mod/7^~S 
juta = Xa 4- (3 =: o mod />', 

en remplaçant X, [jl, v par />*"*X, //'*[x, />^"'v, et prenant ba^ pour b, les équations de G 
deviennent 

aP*=r\, bP'=a P'"'^'^, cP = ay, d>=b''a^, b-^ab — c~^acz=id'^ad^a, 
C-' bc = baP'-''^y d-^bd=zbaP'~'^, d-^cd=cbP'-'; (a =0,1). 

La condition d'ordre est (xa^o, et la condition de figure est que l'on n'ait pas 
On a d^'c^'b^'d^cyb^ ■= (P-' 6"' b^' aP'-'''' avec 

d'où, le commutant étant abélien, 

{d'cyb^)"^ (d^'crb""')-^ d'' c^ b* d- c^ b"^' =z b^y^'-^y')p'-'a^'p'-\ 

avec W ='\{xy — yx')'\' ]i.(xz' -^ zx'), et l'on a par récurrence {d^(^b^)P= b^^a^r 
avec 

Bp=:: ixz -h p(x-^ep'-^yz)f Ap^=yy -^ èz 4- (i — e)|/>*-"*Xay^ -hp'-Ux(^y -h iiz). 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est . 

«, = a^ b^^b^'a^\ c^ = d-crb^a'', d^^ d- c^' b^' a^'\ 

avec les conditions 

^r/(yy — 5/) jà o, rZ-^pj^yz' - 5/, Ç'4- «Xy = ^{xy' — yx') -f- [ki^xz' — zx 
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((j\j\*j\) désignant des entiers arbitraires), et fournit sur les exposants des équations 
de G la transformation 

x{D.i — r/l)=o, ^X, = -o'(>.y-+-fX5), £|UL,~r/(>y-i-|iX5'); 

la présence de A, A', dans les deux dernières, montre qu'elles peuvent être vérifiées 
pour/? ^2 toujours et seulement si Ton a 



i« Type (x~o de G|A. 

On peut toujours faire X, = o, [jl, = i ; et, en supposant X, = X = o, [x, = [x = i, on 
a 5E^Ho, ^^^yz'^ et 



d'où les quatre types (les deux derniers se confondent pourp = 2) 

y = 0, = 0,1; ynr(i,N), Ô = O. 



2® Type (xz=z i de G\\. 

Les conditions d'ordre et de figure étant [xe^eho, X^o, on pourra, en prenant a^ pour a, 
écrire les équations de G 

aP'—i, hi''=a-P'\ cf'—ay, di'—ba^, c-^bc=z bat*'-\ d'^bdzzzb, d-^cd=cbP' \ 

Tout changement de générateurs conservant la formedes équations de G doit vérifier 

r,'-^pj~z', ^-irj-== — x', l^fï'y y^i> /=o, p^^^(i-hp)=j\p% ^'-^j—JxP'^^ 

et les formules mod p de la transformation sur les exposants de G sont 
d'où les 7.p types 

yirzO, I, = 0,1,...,^ — I. 
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(8)(11)(11) S>1. 

1 \ . D'après les types connus de figure (i i) (i i), les équations de G auront la forme 

aP'=i, hP^a'^y cP=:a^\ dP=c^a9, eP — cV-' b^' a^\ 

m 

c~* bc =z bat y rf-* bd = ba^y e~* be = ba^\ d"^ cd = ca*, e-^ ce = c^*', e-^de^n de y 

les exposants des générateurs autres que a ayant les déterniiinations suivantes, corres- 
pondant aux types distincts de G|Â, 

pZ^ I. II. m. IV. /> = a r. ir. iir. iv. 

V o o I I o o I I 

fJL O O O I O I O I 

/jl' O I O O 0100 

les conditions d'automorphisme, fermeture et permutabilité donnent 

*y = x|x = a'-h VA --x'|UL = a'-h £x'4-dX'4- x;jl' ^ x' [x' -H â'X'= o m.od/>', 

d*oii l'on tire a'^o mod//"' et, en remplaçant S, x, 0', x', a' par leurs produits par/?* *, 
les équations de G seront 

aP*=\y bP:=a'^y cP—^'P'-\ dP — cV-a^y eP .=: cP- b'^' a^' y 
c-« bc = by d-^ bd = ba^P''' , «-* A(? = 6a^>'-, <f-* crf =r= c«*''*~* , <?-« ce = ca^>— , c-^de — de y 

avec les conditions d'ordre 

(x! -^ £x' — x'|jL = a'-f-ex'-i- ôX'-f- X|ut'= x'jul'h- 3')/= o. 

Les éléments normaux étant de la forme c^fr'avec ^x 4- S'j^r=x.r -+- x'v-~o, la condi- 
tion de figure est Sx' — xS'^ o. 

On voit alors que les types de G|A qui conviennent sont pour/?> 2 : le type I avec les 
conditions 

a'=o, 3x' — xô'^o, 

le type II avec les conditions 

x^3'=o, a'^ — ô^x'^o; * 
P. 1 
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et pour/^ = 2 : le type I' avec les conditions 



a'==x = k'= i, ô-f-d'== j. 



le typelir avec les conditions 



a'^x^x'^i, d^x'^i 



En parlant des équations générales où Ton a fait a = oi et posant 

g-=ie^drcyh^y g' :=i C^' d^' cy' b'' (les exposants étant </>), 
g' g =z e^cP'c^' b^'aP*-'^', g^ — e^^cC-^c"^ ô^a"»/»'"', gP = c^r b^pa^p, • 

on a 

H' — xu (^^\ -t- z' Tx' ^"^ -h X5«1 4-/(x3 -h x' a) -h j:'(35 ■+- 6'u); 

on en tire g'^g^'* gg' = c^'~^ o^^'"^ f H',, Y', se déduisant de H', Y' en y permutant les 
lettres accentuées et non accentuées de même nom; on a ensuite par récurrence 

et en faisant v=p 

C;,=:/JLC -f- £51/, B;, = >///, 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations est de 
la forme 

a, = a^, by = c^ b^a*', c, = c^'6^'a'*', e/, :::: e'^drcyb^a^y e^=.e^'d-cy' b'' a^" \ 

m 

il doit, en supposant les exposants de b^ c, ^, e inférieurs à /?, ceux de a inférieurs hp^, 
vérifier les conditions appelées conditions (G) 

O^n'^o r/^zu'—iiz'-^pjy />^-Va'-hA'^/?'-*(Ui — H') moi\p', 

y, /, /' désignant des entiers arbitraires; on -en conclut A'£=^o mod/>^ *; alors, en rempla- 
çant A' par A'//*, la troisième condition s'écrira yV -h A' ^=H'^ — H' et la transformation 
que fournit sur les exposapts des équations de G un changement de générateurs ainsi 
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déterminé est définie par 



(3) 0x; = yî'(x5'h-x'w'), 

(3) edt = l{$z -\-d'ii) 4-r,(x5 4-x'//), 

(4)' ^3; = $(d5' H-d'M')4-rî(x5'4-x'«'), 

(5) Q(x^ = ^c^^rt(x'p*-^ -hph mod/>', 

(6) 0a; = Yî'a\ 

(7) (/a'-4-fji/*')/>'-*-f-6(3, = A;,4-/?A- mo(l/>% 

(8) /'«'^*-t^V/i-h9;3;=A; + />A' mo(I/^% 

A^ se déduisant de A^, en y accentuant les lettres x^y^ -, u. Les trois congruences (5), 
(7), (8) entraînent 

(5') 9a, = 2a, 

(7') ^?i = «[/-i(i-05«] +P^H-?'//, 

(8') Vh 4- ^3; = a [/-}(' - 0^'"1 -H (35' 4- (3' w'/ 

et, si (;V), (7'), (8') sont vérifiées, on pourra toujours déterminer A, X-, A' de manière à 
vérifier (5^, (7), (8). Séparons maintenant les divers cas. 



Type I de G\X. 

En tenant compte de la condition de figure, on voit que les formules (i) et (2) per- 
mettent de faire x, = o, x, = 1 ; et si Ton suppose x, = x = o, x', =n x'= r, donc w===o, 
r]'^=zu\ ô^5m'% les formules (3), (4) qui deviennent 

montrent que Ton peut toujours faire 8, = i , S', =0. En supposant S, = S = t , 8', = S' = o, 
donc $ = m'*. Y) ^ — 5' a', les formules (5'), (7'), (8') qui deviennent 

z(x^ = a, 5«'»pi=ay4-(3^, 5a'*p; = a(/— {5'a') + ^5'+ (3'//', 

donnent les cinq types 

a = ^—o, (3'i=o, i; azzro, (3 = i,N, P'=o, cx = i, (3 = {3'=io. 
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Type IV de Ç,\k. 

Comme on a a'^ — S^x'^o, on peut prendre a*' pour a et par suite supposer 
a'= — = x'= I ; comme on peut prendre hc^' pour 6, on peut aussi supposer P'= o. 
Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
doit alors vérifier : 



et fournit sur les deux exposants a, ^ la transformation 



d'où les/i -f- 1 types 



5jc,= «, ^I3i=a/-h(35, 



« = o, j3 = o, . . . , /> — I ; 



a nz I 



3 = o. 



Type r de G\ A. 



Les conditions (C) deviennent 



et les formules de la transformation s'écrivent 



(3) 

(4) 

(5') 

(/) 

(8') 



5, = ^5 -h 3'tt -h ri, 
ai = a, 



(3), (4) et la condition de figure permettent de faire toujours S. = o, S'^ = i. 

En supposant S, = 5 = o, S; = 5'=i, donc Yi = a, (5'), (7'), (8') et les conditions 
zuzi^z'u'^=o, 5 -f- a ^:;'-f- w'i3=i, donnent les quatre typés 



a=: o, 



^ = 0,1, (3'=o; 



a =:o, 



(3 = (3'=i; 



« = 1, p = p'=o. 



Type Iir de G\A. 

Comme on peut prendre ba^ pour b, on peut supposer p'= o; aux conditions (C) qui 
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deviennent 

il faut alors ajouter 

ce/ 4- (35'= O, 

et les formules de la transformation s'écrivent 
d'où les trois types 

« = 0, j3 = o, i; .« = 1, j3=:o. 



Fifirur6(s)(l)(l)(ll) s>l. 
12. D'après les types connus de figure (i) (i)(i i), les équations de G auront la forme 

aP'=\, bP^a^'y cPzrzb^a^, dP—c^b^a(, eP=b'^'ar^ 
c'^bc — ba^, d'^bd^ba^', e-^be = ba^\ d-^cd—cd*, e-^cez^cb, e-^de—-dc. 

Les conditions d'automorphisme» de fermeture et de permutabilUé résultant de l'ad- 
jonction successive de c, rf, e,/sont 

la condition de figure est (jl"^o mod/?'; on peut donc prendre a*^" pour a^'~', c'est- 
à-dire supposer toujours iji" =/>'-.*, donc X'^eeo, a^/?'"*£, P^e/>'"**X ==/>*"* s' mod/?% et 
les équations de G deviennent, en remplaçant v par/?'"* v, 

«/»'=!, 6/'=a'''"'S cP—b^aP""^\ dP—c^a^à^^ eP^a^\ 
c-'bc=b, d 'bd--b, e-^be=bai'"', d ^cd = caP'"\ e-'ce = cb, e-'de — dc. 

Un calcul direct donne e»rf''c^fr'e"'rf*V'è'^^ e"'rfV 6'''a»'""', avec 

• H- v« (;) .. .' [v.« -H («)] -./ [v. + («)] -H x'«; 

le commutant |a, 6, c\ étant abélien on a 
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avec 

"■ -«["■(0-«('0]-^=["'"'*(3')]-^h*(3)] 

On trouve par récurrence 
avec 

\l.-r\xu^vyz+y(^l")^z^^^ 

-h vz« M 2^-» 2', f H- 1/ \yu H- 2 5 /^"^1 ir* 2'i ^ -^ ^«'2r* 2', 2', ^ 

<l*oii Ton tire 
avec 

en supposant x, y^ s, u<^p. 

On voit que le changement de générateurs le plus général conservant la forme des 
équations de G est de la forme 

6ln'{zu'—uz')^o, 
avec les conditions 

/i'ee^H", a = o, e(7 — ^') = o, €s'=o. 

Kt la transformation (T) qui en résulte sur les exposants non déterminés des équations 
de G est définie par 

A' étant ce que devient A^ quand oh y accentue ar, j^, s, u. 
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F 



Premier cas. /? > 2. 
La transformatioQ (T) est 

zu'^y\^yz'-hy' u'-^pk' — e'z'{vu' — i)p'~^ ) 

On voit aisément que les types distincts correspondent à 

les valeurs de y comprises dans une m&me parenthèse fournissent le même type si p 
est 3 ou ^^2 mod3; il en est de même pour les valeurs de y', si p est ^3mod4. 



Deuxième cas. p = 2, (v^omod2'). 
La transformation (T) est 

yi=y -+- 2k -+- (j:-|-7)2'-S y', = y^' -h y' -+- 2 A^'-h j^'a'"* (moda*) 

et montre qu'il y a trois types correspondant à 

7 — ^y y'=o, i; y — h Y — o. 

Remarquons que dans ce cas ^est toujours un Cie qui avec a^ engendre un g,^ abélien 
de type (^i); les g^,^ de figure (2)(i)(i)(ii) rentrent dans les g^* ayant un §,,«-« abé- 
lien de type (m — 2, i) (*). 



Les gj9» ayant tous leurs diviseurs abéliens. 

13. Quelques-uns des types des figures (r^) (ii), (rii)(ii) dont nous abordons 
maintenant Tétude, ont tous leurs diviseurs abéliens. Nous nous proposons de déterminer 
en même temps tous les g^*» non abéliens dont tous les diviseurs sont abéliens. 

Soient G un g^,^ non abélien ayant tous ses diviseurs abéliens, A le central de G, G le com- 

■ » ■ ■ ■ ■ »—^— ■ -I 11 ■ . I _ 

(*) MiLLKB, Trans, of the Àm. Math. Soc, 1901. 
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mutant, P le p. p. c. m. des/7-icmcs puissances des éléments de G, CP^,, CPa^^t . • .« CPoTy 
une base du groupe abélien principal G|CP. Le groupe CP, p. g. c. d. des g^—t (*) 
est <0 donc abélien, et d'ordre ^/?'""' car si CP était d'ordre /i"'~*, G n'aurait qu'un g^--« 
et, m étant > 2, G serait cyclique (*). Donc v est ^2. Si vêtait ^3 tout g^— »+«}CP, a;,, xi^\ 
serait < G donc abélien et G serait abélien. On a donc v = 2; et, tout g^— « }CP, Xi\ étant 
par hypothèse abélien, CP divise le central A de G. Mais G n'étant pas abélien, Tordre 
de A ne peut surpasser //" *, ordre de CP, donc CP = A. AinsiÇf\k est un gp^ principal et 
Von a CP = A. Ces conditions suffisent évidemment pour que G ait tous ses diviseurs abéliens. 
En désignant par A^^, Ae une base du g^« principal G| A, on peut remplacer la condi- 
dition CP = A par la condition équivalente 

Supposons en effet G| A principal d'ordre/?^ et soit D = jc?^, e^^ dr^e'^de\, E= je?, ef. 
Je dis que (E, D) = p^> En effet d^^ e^ sont dans D; et, comme D d'après l'hypothèse 
divise A, rf et c indépendants modA le sont aussi modD. On a donc (E, i) = (D, i)p* en 
même temps que (G, 1) == (A, i)/>*. Alors si D est < A, E non abélien est < G. Si D = A, 
on a E = G et CP ^ D = A. On peut donc dire : pour quun gp^^ non abélien ait tous 
^es diviseurs abéliens^ il faut et il suffit que G] A soit principal d'ordre />*, et que y en dési- 
gnant par Ady Ae une base rfer G | A, on ait A = j d^^ c'', ^'"' (r^de\. 

m 

14. Désignons en général par a/(t = 1 , . . ., v) une base de G et cherchons la condition 
nécessaire et sufHsanle pour qu'un système d'éléments représentés en notation additive 

par 6* = Va?/jtûJ/ engendre G. Tout d'abord, on sait qu'il faut A '^v ('). Si la matrice des a?/* 

est de rang (*) v inodp on pourra, en résolvant les équations, exprimer tous les «/ en 
fonction de v des 6^ et, par conséquent ces v b^ engendrent G. Si la matrice des o?^ est 
modp de rang p<v, |a7,y |(<,y = r, ...,p) étant par exemple 7^0,* il existe des entiers 
X^^ o, Xy^ et [JL,vi tels que l'on ait 



;^p 



'>'h^ih='^hf*^U -^ PF-f/i (^' = p-Hi, ..., v), 



d'où Ton tire 



/=i 



hi ^h — ^ >v7i bj -H ^Pl^ih ai . (/< = p-hi, . . ., v). 



(») Bagnera, R. à, L. ILy 1898. ^. Z). M. {\\V série), t. Il, p. 264. y 

(«) BiRNSiDE, Thenrj', n"' 62, 63. / 

(') Frobkmus el Stukklberger, Cr., t. LXXXVI, 1879, p. 237. — De Séguikr, Éléments de la théo:/ie des 
ffrotipes, n** 119. 
( ^) Le rang csl le degré du déterminant ^ o de degré le plus élevé. 



I 
I 

I 



FIGURE (rs)(ii). tl5 

Il est alors impossible que les bf, engendrent G; car, s'il en était ainsi, on aurait 



(Voii 

ht f^fi — p^ [^-ihyik bk = 2] hh bjy 

ik j 

que Ton peut mettre sous la forme 

bh-^^P hu blH = 2 ^J^' ^J' 



fh j = t 



h prenant les valeurs p -H i v, et ^ s'étendant aux valeurs /^=p-i-i,...,A — i, 



ih 



A 4- I, ..., V. Le déterminant des coefficients des b/^ étant ^i mod/?, les b;^ seraient expri- 
mables en fonction des bj et G serait engendré par moins de v générateurs. 

Ainsi, en reprenant la notation multiplicative, la condition nécessaire et suffisante pour 

que les éléments \\a]'^ engendrent G est quun déterminant d^ ordre v de la matrice des Xn^^ 

I 
soit ^ o mod/?. 

La condition A = (e/^, e^\ dr^e"^^ de\ équivaut donc à celle-ci : Aaau plus trois générateurs 
basiques et si Ton considère la matrice formée parles exposants des générateurs basiques 
de A dans les valeurs de d'^^ e^^ r/""V"'rfe, un déterminant de cette matrice est ^o. 

Si A a trois générateurs basiques, comme rf'"'e*"'t/e est d'ordre p diaprés les conditions 
d'aulomorpbisme de G, la manière dont on forme une base normale montre que le troisième 
exposant basique sera i. A sera donc de figure {rs\). Si A a un ou deux générateurs 
basiques, les exposants basiques seront quelconques, G aura donc Tune des trois figures 

(/•)(ii), {rs){ii), {rsi){ii). 

Les g^« de figure (r)(i i), (ri)(ï i), (i i i)(i i) sont tous connus. Nous allons étudier 
les figures {rs){\ \) (s >!) et (rs})(i i). 



Figure (ps)(ll). 

15. En tenant compte des conditions d'automorphisme, les équations de G auront la 
forme 

aP'=bP'=i, cP—b^ay, dP^b'^a^, c-^bc=2 d-^ bd= b, d-^cd — cb^P'"a9P''\ 
\\ 4 



Si Ton pose •^ = rf^r'. ^'= rf^ c"\ ^= ^'/oV on trouve 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de (« 
est de la forme 

a%'ec les conditions 

et opère d^abord sur les exposants p» <7 la transformation 

Supposons r^s; la condition de figure étant ^ ou p^o, on voit qu'on peut toujours 
faire sur p, a Tune des deux hypothèses irréductibles Tune à Tautre 

L'hypolhësc p, = p = i, 5-, = (7 = o donne la condition ^^^ary —ya: et le changement 
de générateurs le plus général conservant cette forme réduite opère sur les autres exposants 
la transformation 

o, r, -h V, t/ ^ ^ux' -1- V r -1- i^jc'jr p'-^ -r- pk \ 

Tout système xy xy solution de ces équations est aussi solution de ces équations prises 
mod p 

o,; = yx' -h or', 0|T, -*- V| r,' = ^x'-t- v^r': 

la réciproque est vraie si Ton choisit conienablement A« h\ i, k \ Or, les quatre dernières 
formules montrent que G a les quatre types 

y rr: o ^^ o, f* = *>, V =: O, I ; y = O, rr I , ^ r= O, I , V =: O. 

L'hypothèse p, = p = o, <7, = 5-= i donne les conditions i'^iEO, r/^z^jr/' — yx\ et le 



changement de générateurs le plus général conservant cette forme réduite opère sur les 
autres exposants une transformation dont les formules prises mod/? sont les mêmes que 
précédemment. D'où quatre nouveaux types correspondant aux mêmes valeurs de y, S, [x, v. 
Deux de ces huit types ont tous leurs diviseurs abéliens : ils ont pour équation 

aP'^ùf^'^i, c/*=b, d'*=a, d-^cd = caP'\ 
af"—.bi*' — ï, cP—b, dP=:a, d-^cd = cbP' \ 

Supposons r = S . On peut toujours faire Thypothèse p, = p = o, <t, = œ = i qui conduit 
aux mêmes calculs que pour r>5. G a donc seulement les quatre derniers types trouvés 
dans ce cas, et un seul a tous ses diviseurs ahéliens; ses équations sont 

aP'=bf''^=i, cP=zb, dP-a, d'^ cd =1 cbP"' \ 



Figure (psl)(ll). 

16. En tenant compte des conditions d'automorphisme, G aura des équations de la 
forme 

aP'=i bP'=z cP=i, dP — crb?a'', eP =:cr' b?' a""', e-^de = de'' b^P'" d^P" '\ 

Si Ton pose g= é^d', g = €?'d^, g'' = c^>b\a\^ on trouve 

g'^ = ey'-^yd-''-^'{c^bV-P*"a}'P''")^'y, g-'^ g'-^ g g' z=i {c"* b^P"~' a^P"' ' )^/-r«', 

g^ =z e'-yd-^ ( e* bV-P*"' a^'A''"-') 'T^r* f^ 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est de la forme 

a, = c^b^a^, b, =z c^b^'a^P'", c. — e^" b-^'P'-' a^'P''\ d. — erd^db'^a^', e,z=:ey'd'^'c''b^'af''. 



avec les conditions 






^pr-. 


ÏV"' 


r,' 


tfp'-' 


C 


V 



i-^y—y^')^^ 



et opère d'abord sur les exposants X, [x, v la transformation 
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Premier cas. r > ^ > t . 

La condition de figure élant X ou [jl ou v^o, on peut toujours faire Tune des trois 
hypothèses, irréductibles Tune à l'autre : 

V, z^ V =1-. /JL, = jUL =: o, X,=:X=zi; V, = V =: O, jULj ir: |Lt izi I , X, — >. =l_ o; V,=v— I, jUL, i=:|UL =i X, 1= A = o. 

L'hypothèse V, = V = jjL, = [jL -- O, A, = A = I donne la condition ^^xy* — yx' el\id 
changement de générateurs le plus général conservant cetle forme réduite opère sur les 
exposants restants la transformation 

«1 10 -+- ;3it)' -4- y,riV*-* — Bp= (x\ n -h p; W -h /, rj >'-» ~ B',,= o mod />•% 
Ces formules donnent 

. ajY, + fJ,r/= (3^ + py a',r) ^ ;3;r)'^- j3x'-+- 13'/, 



L'hypothèse v, = v = o, [jl, = (ji = i , X, = X = o conduit à ces mêmes formules. G a 
donc les quatorze types correspondant à 

a = a'=p — P'=:o, y = o, y'—o, i; ot — x'=^ = o, ^'=ij y — o, i, y'=o, 

x = o, a'=ri, ;3z=^'=ro, y=:o,i, y'=o; a — o, a'.= i, ;3=:i, ;3'=:-/- y':= o. 

Dans l'hypothèse v, = v = i, [jl, = ix = X, = X = o, la transformation générale des 
exposants restants est définie par 

(x^l~aJ:-f- a' y, a', > -: a;c' H- <x'y\ 

a,r, + ;3,r/- jSx 4- (37, a', r) H- p;r/= jS^'-^- (3'/, 

«iC -+- ?iC'-h yjT = yjc -h y'y -+- try, ol\ Ç h- ;3', Ç'-h /, Ç' = yx' 4- y'/ 4- £^y, 

et G a sept types dont deux correspondent à 

les cinq autres correspondent aux cinq derniers systèmes a, ol\ p, p', y, y' trouvés dans 
les deux premières hypothèses faites sur X, }jl, v. Seul le type correspondant à a = o, 
a'= p = I, f(' = Y = y' = o a tous ses diviseurs abéliens. 



y' — 0, 1 




si /?>2, 


y — 0, I , 


/:=0 


si ^ = 2, 



FIGURE (r^l)(ll). '2Ç) 



Deixikmf, cas r = ^ >► I . 
On peut toujours faire une des deux hypothèses irréduclibles Tune à l'autre : 

La première conduit aux mêmes formules de transformation que pour r >f ; d'où pour G 
les sept mêmes types. La deuxième conduit à 

C«i H- C'|3, -i- C'y, = yj^ H- y'7 -h £x/, Ça', -^ Ç' (3', + Vy\ = y^' 4- y'/ -f- £.r' v', 

d'où pour G les cinq types 

a r= ^ =: «' = 0, 
« = ?'=', 

Seul le dernier a tous ses diviseurs abéliens. 



) y = o, I, 


•/' — o, 1, 


si />> 2, 

si ^ lî. 


P' I, 


-/ — 0, I, 


7'=^o, 


a' ;3 o, 


y_/_0. 





Troisième cas. r > 5 = i . 

La condition de figure étant X ou [x ou v^ o, on voit qu'on peut toujours faire sur À, 
(JL, V une des deux hypothèses irréductibles l'une à l'autre : 

La première hypothèse donne la condition ^^xy — yx' et les formules prises modp 
de la transformation la plus générale des exposants restants sont 

a, 4 =ax-+-a'/, «',^ =aj:'-Hay, 

a, m + l3,VH-y,V= (3^ 4- P'j, a',r) 4- (â',yi'4- /jt/s (3^'+ jSy, 
«iÇ+(3iÇ'-hy,r = y^+/y, a',Ç-t-j3',Ç'4.y;rsy^'-i-yy. 

On peut donc ramener a, a' à l'un des deux systèmes irréductibles entre eux : a = o, 
a'= o, I. Si l'on a a = a'= o, on voit que G a les trois types 

(3 = y = (3'=0, /=0, i; (3=:/z.zf, ,â' = 7 = 0. 
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Le dernier, si Ton suppose r= 2, est un groupe que l'on retrouvera plus loin : le g^« de 
figure (2ii)(ii) dont tous les g^* sont abéliens. Si Ton a a, = a = o, a, = a' = i, donc 
yH=o, .r^i, $=3y, on voit que G a les deux types 

3 = 0, y—o, f, ^' = y' = o. * 

La deuxième hypothèse : jjl, = a = o, v, = v = i, X, = X=:o donne les conditions 
^"rT^r/'^o, ^"^a;y— vx' et les formules prises modp de la transformation la plus 
générale des exposants restants sont 

a, 4 ^ ocjr-h a' V, a', ; ^ aj^''-h a' v'. 

On voit de même que G a les sept types 

a- a'=;î=r;î'-— o, y — o, y'z.-o,i, si y» > 2, 

oc -x'—p — p'=o, y = 0,1, 7'- I, si/? = 2, 

a -a'=:3;3 = o, ?'=!, 7 = 0, f, 7' = o, 
a --:o, a'=:i, 3=0, y — o, I, P'— y'=io, 
a — o, x'-t, P-I, y-s^'—y'—o. 

Le dernier est le seul groupe de figure (rii)(i i)r> i, qui ait tous ses diviseurs abéliens. 



Les gp^ métabéliens ayant tous leurs gp^-* abéliens. 

17. Quelques-uns des types des figures (ri)(f 1 1), qui nous restent à étudier, ayant 
tous leurs g^— « abéliens, proposons-nous de déterminer en outre tous les g^- métabéliens 
dont tous les g^">-< sont abéliens, sans que tous leurs gp>"-< le soient. 

Soit G un gp^ métabélien ayant tous ses gp^-^ abéliens sans que tous ses gp'*-^ le soient^ A le 

\ central de G, Aj, As^ un système de générateurs indépendants (*) de G| A et 

} r, z^\ = E. Comme E n'est pas abélien, il faut (G, E)!/?. 

Si Von a (G, E) = /?, A a un é'ément d hors de E, d^ étant dans E, donc dans le central D 
de E, et l'on a G = [ E, rfj, E ayant tous ses diviseurs abéliens. Inversement 5/ E a tous ses 
diviseurs abéliens et si d, d'ordre p modË est permutable à tous les éléments de E, je dis que 



( » ) Les A s, (/ = I , . . . , \i) sont dits indépendants dans G | A ou mod A quand aucun des s, n'est dans un com- 
plexe de la forme A5][* . . . zj!Z\zJ'^^ . . . sj»». 



LES G^« MÈTABKLIENS xWANT TOI S LEURS G^"-« ABÊLIENS. 3l 

dansGloulgpm-^G' autre qu€'E€stabélien.^S.nQ{ÏQ\,%o\{{iZ)^^=^^^ 

le p. jç. c. cl. desg^— « de G est ici (13) J D,fl?''}= D; si G' est différent de E, G' contient d, 
donc G'= jD, d^pé^\. Or j D,/^^^} <E est abélîen et tous ses éléments sont permu- 
tables à d. 

Cherchons les équations de G. On peut sans changer G remplacer rf par un élément 
quelconque de Erf. Supposons d* abord E défigure (rsi) (î i), ses équations sont (16) 

Soit rf^= c^b^a^. Si Ton prend df^^t'^'^ pour rfon aura d^=c^, on peut donc toujours 
supposer d^ dans le commutant ]c\ de E. Alors si y ^sl ^^o, G est produit direct de E 
par )d\\ si y est^o, en prenant ^^~' pour rfon aura d^= c; comme A = Ja, 6, c j est pro- 
duit direct des groupes {a j, J 6 j, j rfj, G est défigure (rs2) (i i) et a pour équations 

Supposons ensuite E de figure (rs)(ii) ou (r)(ii); on pourra toujours, en prenant 
d/^e^ pour d, déterminer a? et j de manière à avoir rf''= i ; G sera donc toujours produit 
direct de E par \d\. 

Soit maintenant E = G. Désignons par P le p. p. c, m. des /?-ièmes puissances de G, 
par CPo:-,, .. ., CPa^v une base du groupe abélien principal G|CP. On a vu qu'il faut v^ i, 
sans quoi G est cyclique (13). Si v est >3, tout g^.^-v+i j CP, iT/, x^\ est abélien, donc 
aussi G. Si v = 3, tout g^,— v^'jCP, oj/j est abélien, donc CP diçise A. Or A ne peut 

être > CP, car tout élément de G étant de la forme ^ = ^JT^J'» ^ étant dans C et par 

suite dans A, g ne peut être dans A que si TT^J' ^st dans A, c'est-a-dire si Ton a Yr^<> 

quel que soit i (les 5, sont par hypothèse indépendants mod A). Donc A = CP; G | A est 
abélien principal d* ordre p^ ; A qui ne peut être cyclique (3) et doit être central des g^« « 
non abéliens de G ayant tous leurs diviseurs abéliens sera (13) de figure (rs) ou (rs i), 
et G sera défigure {rs)(} 1 1) ou (rs i)(ii i). 

Si Ton a CP = A, un g,,—» quelconque de G sera G'=JA, ^, g'j, un déterminant 

étant ^ G. Si G' n'est. pas abélien, son central est A. G'| A étant principal 



de 



x' y z 



d'ordre/?*, la condition nécessaire et suffisante pour que G' ait tous ses diviseurs abé- 
liens est (13) 

*' — i O * & 9 o o O O ) -^* 

Donc, pour que G ait tous ses ^,/*-« abéliens, il faut et il suffit que dans tout gp^^-^ non abélien 
j A, g, g^\ on ait \gPj gP, g^^g'^^gg'] = A. Le théorème du n"* 14 fournit l'expression de 
cette condition. 
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Si V = 2, le raisonnement lait tout k Tlieure montre que A divise C?, il faut d'ailleurs 
A<CP sans quoi tous lesg^— • de G seraient abéliens. G|A peut être engendré par deux 
seulement des A:?,, car si Ton avait toujours G/a = !A, 2,, s/tKG, G/* serait abélien ou 
aurait tous ses diviseurs abéliens; dans les deux cas zf serait permutable à s^, donc dans 
A; et (^P diviserait A, On a donc G = } A, 5,, Zjj, le commutant est cyclique et les deux 
rxposanls basiques de G| A sont égaux (8); je dis que leur trieur commune (nécessaire- 
ment >i, sans quoi CP = A) est 2. En effet, tout g,,- « étant d'indice p^ dans G, 
z^'-' appartient à tous les g,,— *; soit alors g un élément quelconque de G; si ^ est 
d'ordre ^/?'"""-, ^appartient à un g^"-> (abélien) contenant aussi :;f; si /{^ est d'ordre/?"*"', 
:?f appartient au g,,-» « \g^\ ; dans les deux cas sj* est permutable à g. A devant diviser les 
centraux de g^-» • ayant tous leurs diviseurs abéliens, sera de figure (r) ou (r^ ) ou 
{rs\) et les seules figures possibles de G seront (r)(asî) ou (rs)(^2), avec r -s^-2. Soit 
{} = j A, e, /;, G I A étant de figure (2*^), CP d'indice p^ dans G et contenant A, et soit 
f-'ef = cc. Le groupe \\,eP, fP\ <CP est dans G d'indice î^yo*, donc CP = ;A, e'',/''!. 
Le g^"» • (j' = ! C^P, e\ = \ky fPy e\ n'est pas abélien, sans quoi /'', permutable à c, serait 
dans le central A de G; donc G' doit avoir tous ses diviseurs abéliens. Le central A' de G' 
contient [A, eP\\ el, comme ; A, eP\ est d'indice 5/>^ dans G', on a A'= J A, eP\. Ay, AV 
formant une base de G'| A' et le commutant de G' élant je''!, pour que G' ait tous ses divi- 
seurs abéliens il faut que l'on aitD'=: |e^/'^ c/*; = A'. Or si l'on pose E' = ;e^\/'",c^;, 
E' divise A et l'on a (D, E') = (A', A) = /?; il faut donc que l'on ait (E', i) = (A, i) donc 
E' = A. Ainsi pour que G ait tous ses ^,,'"-« abéliens il faut que l'on ait \ e^\ f''\ c'"^ = A. 
Cette condition est d'ailleurs suffisante ; en effet E' divise tous les g^,»-* car c'*, f^ c appar- 
tenant à tous les gy,—'» e^\ f^\ cp appartiendront à tous leurs gy,- •. Un g,,- « quelconque 
G" s'obtiendra donc en adjoignant au g^* * A ou bien un élément d'ordre/?*'' modA et alors 
ij" est évidemment abélien, ou bien deux éléments d'ordre /? modA et alors, ces deux 
éléments étant nécessairement dans CP donc permutables. G" est encore abélien. 

Les types de figure (r)(22) étant connus, nous allons déterminer ceux de figure {rs) 
(22), (r^)(i 1 1), (r^i)(i 1 1), en nous bornant, sauf quand l'ordre du groupe est//, aux 
types dont tous les gy,»»-» sont abéliens. 



(rs)(lll) avec détermination des types de cette fig^ure 
dont tous les gp^-^ sont abéliens. 

18. En tenant compte des conditions d'automorphisme et de fermeture, les équations 
de G auront la forme 

aP'— tfP* — i, cP::iz b^a'^, dP — bV-a?, eP-- b'^a'iy d-^cd= cb^P' 'a9P'~\ 

e-^ce — cb^y-' aPy-^', e-'de — db^'P'~'a?'P'-\ 



FIGURE (r5)(lll). 33 

Le commutant ne pouvant être cyclique (8), on peut toujours choisir d^ e de manière 
que <t" soit ^o et prendre U^'câ''^^" pour fr, autrement dit, supposer p" = o, (7"= i. On 
peut ensuite toujours prendre é^dr^c pour c, c'est-à-dire supposer (t=(x' = o; puis a?' 
pour a ou ed^~' pour e suivant que l'on a p'^^ ou e=o, c'est-à-dire supposer p'=i; 
puis er^d pour fl^, c'est-à-dire supposer p — o. Les trois dernières équations de G peuvent 
donc s'écrire 

d-^ cd = c, e-^ ce — car'''\ e^^ de -^ cbP*~\ 

Si alors on pose 



on a 



g zzz e^dy&'y g zn e^'dy'c^\ g'^ ~- e'-^d^^ c^" /;*'«/^' ' «"«/*'" ', gv = b^va^v^ 
B,,= X^ 4- fAj -H V5 -4- tyzp^-\ Ap=^ OLx -+- (3/ -h y- H- txzp^-'^. 

Le changement de générateurs le plus générai conservant la forme des équations de G 
est de la forme 

a^—b-^a^, b,— b-^'a^y-', Cy — e-drc'b^a'^, d^— e- dr' &"' b^' a''\ e, — e-'dy''c'''b^'a''\ 

avec les conditions 

(C) l^xz\ npr-^^yz\ l'^x'z", ri'^yz\ z^z'^o, z'^ix/ - yx') ^ o, 

et fournit sur les exposants des équations de G une transformation définie par 



(0 



(2) 



l z"{<xix-h'kix'jj''-^)~(xx -h^nz"-^p''-'-hph \ 

f z^i^^x-h ix^x' p''-^)^(Kx' -^ ^y -hph' [ mod z?**, 

f z''(yix-h ^^x' p''-') = ixx"-h^y"-hyz''-\-£x''z''p''-^-^ph'' \ 

«1*0 -t-Xjj'-s" = Xj? -\- ixnz"~^p''-''-i' pk 

PiYî -\- ixiy'z" ^Ix' -h iiy" -\- p/c' } mod p\ 

y, Y) -h v^ y z" =lx" -h i^y -h vz" -h Bx^z" p^~^-^pk" 



avec 5"(^y '" ^'^p^^) 7^ o. 



Premier cas, r > 5 > i . 



I.es systèmes (i) et (2) entraînent 



(«') 



9 

\ 



Z'OL.^QL, 



xz''Çt^=.ax' -^ (3/', 
xz^y^ = OLX^ 4- p/'' -h 7 i"; 



P. 



(^') 



«l^i H- X, yz":='kXy 

5 
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et si (i'), (2') sont vérifiés, on peut toujours déterminer h, k, h\ k\ h", k\ de manière k 
vérifier (i) et (2). 

Or les formules (i') montrent que l'on peut toujours faire sur a, p, y l'une des 
quatre hypothèses irréductibles l'une à l'autre 



y = 0; 



a =- I , ;3 = 7 — o 



avec a, = a, ^, = ^, 71 = 7. 

Si Ton a a = p = Y = 0, les formules (2') montrent que G a les quatre types 



>. =2 o, 1^ = o, 



v=io, i; 



>. = o, fJ^ ^= ï 



V = 0; 



A rr: 1 , jUL ^r v -- O, 



Si l'on a a= j3 = o, y = 1, donc x^\^ les formules (2') qui deviennent 



montrent que G a les trois types 



). r= o, 



\k — Oy I, 



v^= o; 



). =:r I , jUL = V =: o. 



Si Ton a a = O, ^ = 1,7 = 0, doncj'^fi^a^s", y^o, les formules (2') qui deviennent 



montrent que G a 

pouryj>a, les quatre lypes : X = /jLz:ro, v=ro, i; 
pour /^ = 2, les trois types : X - /jl 1= o, v — o, 1; 



X -3: I, N, /JL — - V =1 o, 

X =1 I , jUL Tz: V ir: o. 



Si l'on a a = i, ^ = y .— o, donc z"-=:^\, x'"=a7"ifEEo, les formules (2') qui s'écrivent 



\ 



yî-f-X,7'=Xx, f^i^fx, v,7':--fx/''-i-v 



montrent que G a les p -h i types 



X = fjL r= o, V = o, I ; 



X 1= o, jJL =r 1 , 2, . . . , /; — I 



V - _ O. 



Deuxième cas. r > ^ = 1 . 



Les systèmes (i') et (2') sont maintenant 



-v 



(»') 






(2') 



yjy , -H /' z" V, 3_i X x" H- |ui/" -h V ^^ -h £/" s^ 
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Les formules (i') étant les mêmes que dans le premier cas, il y a à faire sur aj p, y les 
quatre mêmes hypothèses. 

Si l'on a a = ^ =^ Y = o, les formules ( :»') montrent que G a quatre types qui sont 



SI /; > 2 : 

SI p:= 2 : 






O, i; • X := O, iJinzr,' Vzno; X=:i, |UL==v^O, 



Si Ton a a — ^ = o, Y = I, donc x^^i, les formules (2') qui s'écrivent 



permettent de faire toujours v, = o, et donnent pour G les trois types 



X = o, |jL=zo, I, vi= o; 



X = I, jJL = V=::i o. 



Si l'on aa = o, P=i,y = o, donc xz''E^y\ y"~=o, les formules (2') deviennent 



et donnent pour G 

si p est > 2, les quatre types 
si /? =1: 2, les trois types : 



X = |JL 
X = |JL 



v = o, i; X=i,N, |jL=zv = o; 



v = o, i; 



fX :^ V = o, 



Si Ton aa = i,p = Y = o, donc z'^^i, x'=^x''e=o, les formules (2') deviennent 

•n-hyii^lûc, fXiEET^, v,/~(p-he)/4-v 

et donnent pour G /> -h i types qui sont 



pour/? > 2 : 
pour pz=z2 : 



X =: fJL :-3 o, V =z o, I ; X = O, 

X = |JL = vu- o ; X = o, 1^ = I , 



'» 2> • • •> /^ I , 



V = o, I . 



V - I o; 



Troisième cas. r = 5 ]> i . 

Les systèmes (i') et (2') qui s'obtiennent en prenant inod/i les systèmes (i) et (2) 
sont ici 



(V) 






5'(«iy-HXi/) = Xj: -hpj, 




3(î LES CROUPES D*ORDRE p^ . 

Or si, dans l'étude (*) des g^»(/?> 2) défigure (11) (m), on échange rfet e, et si Ton 
prend i"* pour b, on est précisément anriené à discuter les formules (i') et (2'). Cette 
discussion fournit donc en même temps tous les types de g,,»» {p >- 2) de figure {rr)(i 1 1) 
où r est >i. 

Si /? = 2, il vient, en résolvant les deux premières de chaque système, 

On en tire a, -h [x,^^ a h- [x, et Ton peut faire p,X, = toujours et seulement si l'on a 
pX(a H- (jl)=ho. 

Supposons p = X •-= a -h [X = I. En prenant x ^= o, x=y' ^= i, j = a, on peut faire 
a, = o, donc (x, = i. Soit a, = a = 0, ^, = ^ = A, =X = (x, == [x = i, donc 

on peut toujours déterminer x\y" de manière à faire y, = v, = o, d'où un seul type 

a z= o, (3 ITT X ~ |ji — I , y ziz V = o. 

Supposons a-f-[x=i, pX = o. En prenant x' et y solutions non toutes ==0 de 
\x-h^y-¥-x'y^o^ on peut faire ^, = 0. Soit p, = ^ = o, donc oE^x(\-^y). En 
prenant x'=o, a?=y=i, j = X, on peut faire X, = o. Soit X, = X = o, donc 
xy^^x'y^^o; on peut faire a = o, donc [x, = i en prenant a?v'=[x, yjr'=a. Soit 
a, = a = o, [X, — [X = I, doncj'^or'EEEo, a?^=yFE=i; il reste 

71 = y, Vi-y-i-v, 
d'où les deux types 

Supposons a -h [X — o. On a ^, == X, = o toujours et seulement si l'on a p = X = o. S'il 
en est ainsi, il reste a,ii^a. En prenant a, = a =0 on a 

y^x-hVtx'^y, yi74-Vi/= V, 

d'où les deux types 

«i=:|Ll=:P:=Xiz:0, y = 0, V = 0,I. 



( ' ) De Sbguier, Éléments de la théorie des groupes abstraits, Chap. IV. 



FIGURE (rs)(lll). 



37 



Eu prenant a, = a = i , on a 



et l'on peut toujours faire y, — v, = o, d'où un seul type 



(X = lX = l, (3 := X -" O, 7 



=: V zz: O. 



Si Ton n'a pas p = X = o, on peut, en prenant a?' = p, y= X, X^ -f- Pj = i, faire 
p, = o, X, r= I. Soit p, == p = o, X, = X = I, donc x'e=o, x^y'^i et a, = a. En pre- 
nant a = [x = o, on a 

d'où les deux types 



a = pzzo, (3 = o, X=:i, y = 0,1, 



V trr O. 



En prenant a = (jl = i, on a 



y , = x' 4- y, yi 7 4- V, :^ .r" -h 7" 4- V, 



et l'on peut toujours faire y^ = v, = o, d'où un seul type 

19. Cherchons à déterminer parmi les types trouvés ceux dont tous les gy» > sont 
abéliens, c'est-à-dire ceux pour lesquels, dans tout g^--» non ahélien \A,g,g'\, on a 

Les équations 

cf*=b^a''y dP^bV-a^, ePzizb'^a^y d'^cd—c, e-^ce — caP'\ e-^de — db^'-' 

sont communes à tous les types de figures {rs){\ 1 1). On en tire 
Pour que l'on ait D'=: A, il faut et il suffit qu'un déterminant de 



soit ^o. 



Bp B; (75'- 5/ )/>'-» 



Soit r > I . Si Ton n'a pas a 1:= ^ ^£ o, y ^ o, on peut prendre x, v, 5, x\y, z' vérifiant 



Ap ^ Ap ^= o 



iS LES GROUPES D*ORDRE />*. 

et non 



kf 3 "^~ iSJir -=::i y*^ "~~~ ^^ -— ~ ^" 



On obtient ainsi un ^>»-t ; A. g^ g \ non abélien, dans lequel D' est < A et qui, par suite, 
a un gp- » non abêlien. Soit donc a=^ ^==0, y^o- 
Si s esf >► !• on peut trouver x, v. 3. j:^, v', z vérifiant 



0=ï 



_ -^i. -^I-'. 



= y[i(^jx'— xz) — .ms/— v;>] 



B, B, I 

et non 

ors* — 5jr'^ Yz — zv' ^z o. 

m m 

On obtient ainsi encore un ^«- qui, comme précédemment, a un g^— « non abélien. 
Ainsi» au.un g^^ dejfgtur \,rs^H 1 1 1 ), r^ j > i , na ious sfs ^^— » abéliens. 
Si jp = I et X L . o, on a 



^ ^^ >tV »'^ — ^fc ^ -^ £53» V — ï' '. 



Si doue on prend 



Xi — 5jr iT; V*» » j — .îi ^ o, donc 55- 1 v — v > = •>. 

on a D ^>^ A. par conséquent, le g;,^-^ obtenu a un j^* * non abêlien. Si À est ^o, un 
detenninaiil de la matrice de D est toujours ^ o, à mi>îns que G ne soit abélien, car, si 
(es trv>is déterminants sont =zo, on a 

Si donc on prend s -:? - = o. G' est abélien; si Toa prend ^vj ^ zy ^o. donc 
îTw , ^ — * 1 : o, X5 — 5x - o, G est encore abélien» Ainsi, te t\pf Jtr figure \ rs^ 1 1 1 > 
r ^^ I • cL^rrrspon tant a 

S/.L' ;ocM,»îS r = 5 ~ u donc G dVrJre r* et de figure ^ 1 1 ■ . 1 1 1 ■. Les t\:'rs île G sont 

« ■> • >. > » « 

> ' : SI Ijs trv:> ieru.ères t\(iut:03S de G soit mises sous Iji *':rme 



« h 









Sj-.^ Î.I } •^'*nc : :i Jff u : icvr»*^ Js* ^^/«i/'O* t •<'.f ^v vT M.* î\ 



FIGURE (rs)(\M). 

les équations caractérisant les divers types de G sonl : 
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1. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VlII. 

IX. 

X. 

XI. 



cl* 
cl' 
cP 
cl* 

CP 

cP 
cP 
cP 
cP 



a 
a 
b 
a 



cP 1= by 



dP—ly 

dP—i, 

dP—Oy 

dP=ay 

dP—b-'y 

dP-.b~\ 

dP—by 

dP—bOy 

dP — a^y 

dP — by 

dP=ba^ 



/?!= 2. 



- »), 



ePz: 

eP- 
eP- 
eP- 
eP- 
eP- 
eP- 
eP- 
eP- 
eP- 

eP- 



I. 

b-K 

I. 

b-K 

I. 

a, 

I. 

1. 

I. 

I. 

I. 



r. 


c I, 


d^— ly 


e"— I. 


ir. 


C' by 


d'- I, 


6»'— 1. 


iir. 


C' Qy 


d^~ I, 


e-— I. 


IV'. 


C' -- a y 


d'-ly 


<?- - a. 


v. 


C' — by 


dr Gy 


t'^- I. 


vr. 


C'—by 


d'—Qy 


a^ =1- a. 


vir. 


C' — by 


d' — bay 


e^~ I. 


viir. 


C^ Oy 


d^-by 


e''—- I. 


IX'. 


C Oy 


d^'-by 


e^ — a. 



On voit immédiatement que les types I, II, V, VI, VII, VlII, X, I', IV', VIIF, IX' ont 
le g,/ non abélien ja, c, e\y que les types II, II', III' ont le gy non abélien } />, ^/, ej, que 
le type V a le gg non abélien j ha, ec, ed\. Nous allons voir que les types restants : \\\ IX, 
XI, vr, VIT ont tous leurs g^^'t ahéliensy c'est-à-dire que, pour chacun de ces types, un 
déterminant de 



est p^ o. 

Pour le type IV la matrice est 
on a 

yz^ — zy' z=. z{xz' — zx^) =: z\xz' — 5x')^ o, 



y xz' — zx' 



; si ses trois déterminants sont e=^o, 



ce qui est impossible si G' n'est pas abélien. 

( N y N y' xz' 

Pour le type IX la matrice est 



r^'- 



zx' 



zv' 



; si ses trois déterminants sont==o. 



on a 



a:y'^ yjc' ^ X^.( V5'— c/) — .r(a:w'— zx') = N v'(/ -'— zy' ) ~ x'(xz'— zx') = o. 

Si Ton n'a pdiSx=^^y^^o il faut a^'^Ga?, 7 = Gj, 5'^ 65 d'où ir- — N7*.=EZHo, incompa- 
tible avec l'hypothèse. Si l'on a x^y^Oy donc 5^0,^' ou/ ^o, il faut œ'^ — Ny^^=o, 
incompatible avec l'hypothèse. 

Le calcul est le même pour les types XI, la forme quadratique ;r^ — N^^ étant remplacée 

par x'^ -h ay — J (i^"-*-* — 1 )j'\ 
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Pour le type Vr la matrice est 
minants sont nuls, on a 



LES GROUPES d'oRDRE p". 

7-4-5-l-XJ j'-f- -'-f- jc'5' 
ûc-h yz jc'-h y' z' 



xz' 






; si ses trois détcr- 



{xy'-\-yx'){\ 
z'\{x^y){x' 



zz')-^{z 



:;')(j7x'-^jk/)-^-(/-^/) 
{x-\- y)z'-\-yzz*=io. 



iw "T" ««^^ 



ça-' = o. 



En faisant successivement les deux hypothèses zz'ze^i et zz'==o donc z -h s'^^ i , on 
trouve que ces trois équations ne peuvent être vérifiées que si les trois déterminants 

de 



X y z 

x' y' z' 



sont ^zo. 



est 



Un calcul analogue donne le même résultat pour le type \lï pour lequel la matrice 

y -h xz y'-^x'z' 



xz' — zx' 



X 



y-hyz x'-^y-hy'z' yz'—zy' 



Figure (r8l)(lll). 

20. Un g,,-G de figure {rsi){i 1 1), rji, a, en tenant compte des conditions d'automor- 
phisme, des équations de la forme 



aP'=bf'' = cP — iy 



Si Ton pose 



on trouve 



I ,r'-l tr tr' 

a (y O 

trlt 



é"~ 



/-'d/= ec^'^l*>'-'rt>>'-, f-'ef— ec'^'h^'P'-'a^'P'''. 
g—f-eyd^y g' =: pc^'d^'y gP = c^H b^f ahy 

fz'-^z ^r'^Y ctx^x ( ^v ^(ip-« ^\pr-^ Y'y ( d*' b^'P'^' a^'p"" )' - ( c"' b\^'P'" a*'P"~ ' )/'• , 
:{c''bV-P'-'a'^p'''yy''y'\c'''bl^'P'-'a^'P'-'')''---'\c'''al^>'-'a^ 

Ap^(xx -h (x' y -h od'z'^ t{lxy -^V xz -{-V xy) p''-\ 
Bp— ^x -h P'y H- ^'z 4- e(ixxy + ix' xz -h //"x/) />*-», 
Cp -- yx-h/y -+- y"- -+- e(v.rj -h v' jt^ -+- v' x)*). 



Un élément normal /^e^/:/' étant défini par 



v'x ' •■" 



Vx -i-}f y ^2 ^\r -4- jjl" j' ^- v\i- -h v"y 3: o, 

X X — )/' z ^Z fX X — p." J E=: V Jr — v" z =i2 o, 

X >' -+- >/ 5 :=- p j -f- p' :; ~ V / -h v' 5 :- o, 



FiGUUE (rsi)(in). 
la condition de figure est que ces équations aient pour unique solution 



/ 



M 



.r E^ y ^2 z ^ o. 



Le changement c de générateurs le plus général conservant la forme des équations 
de G est de la forme 

d, =Lf-crd'dy'af^\ e, — p' er d^' d' b^' a^'\ f ^— f'-" er" d^' c^' b^^" a''\ 

avec les conditions 



o, 



l 


?>--' 


çV-' 




.V 


y 


w 


Ti 


n' 


^'ps-l 


X 


.r' 


y 




y 

s 


r 


K" 




jr" 


y" 





trouvées en examinant successivement les différentes hypothèses que Ton peut faire sur /- 
et s. Du changement G résulte d'abord pour les exposants X, (jt,, v, X', (x', v', X", fx.", v" 
une transformation définie par 



(0 



(•') 



(3) 



{ y ' 1 u! ^' 


+ V, r =- /. ( 


[jo y' — 


J •^' ) -t- >■' 


(x z' — 


5 .r' ) -h /." ^ V -' — 


= /), 


+ v', i' - l ( 




■y.r") + >/ 


{x z" — 


.-^.'y^r^yz'- 


-v"), 




+ v", î" - ). ( 


\-r'y"- 


v'.r") + À' 


{x'z"— 


z'x')-^l'l^y'z" 


='/"); 


).',ir)/,'-'+fx',r/ 


-(- V, r/" - - fjii 


[x y' — 


y x' ) -^ II' 


{.r z' — 


z x' ) + fx.' (y z- - 


-- y ), 


+ VJT,*- fil 


> /"— 


y x")-^lj.' 


(X z' — 


z.r''}-hi^"{yz"— 


-- v" ), 


f ):.r,/>'-'+fx;r/ 


+ v",r/'- fi 


(x':k'- 


y'x") -hjut' 


{x'z"— 


-'•'•") + F"(.y'-"- 


='yn 


( y;; ?/,'- + p", ?/>•'- 


-'+v,Ç'' - V 


(•^Z- 


.yjc')-^^y 


(.r i' 


s.t^) + -/{yz'- 


z y ), 


-'-hv'.Ç'-v 


(^r- 


y x") -h v' 


(.'r 3' — 


z .r") + v' ( j 5"- 


= /), 


• -+- v", r - V 


(.r'.v"— 


■ v'x") -h v' 


(./•'s' — 


z'.r'')-h^/(y'3' 


='/'). 



Premier cas. — r>5>i. 

Si Ton a vr^vEr^v^^i^ o, on a nécessairement v,==v', -^ v", ^r^.o; et si Ton n'a pas 
v--v'^?= v"5=o, en prenant 



.r :— V 



y=— v' 



V, Ç"—v(.r'v"—/.r") -h v'(.r'5"—c'.r'') -+->/(/."— c'r'')^o, 



on obtient v,^v'^ ^=o, v",ee£i. 

Kn supposant v^v'^v"^o, on ne peut avoir [^^[l' 
tant serait cyclique; en prenant alors 



a"^=Eo, sans quoi le commu- 



X-=z [l 



fr 



y~—i^ 



\\ 



n'zzz ix(x'y"^ y'x") H- ix (u ' z" — z' x" ) -+- ij.''(y'z"— z'y") /s o, 

G 



42 LES GROUPES d'oRDRE /?*. 

on obtient [jl,:^:=(jl',-=o, [x'i==i. Soit donc {x, = a = a, = a' = o, a, = jx', = i, donc 
y-=z^^o, rl^^r.yz" — s'y, les formules (i) deviennent 

la condition de figure étant alors X OU X'^o, on voit que Ton peut toujours faire A, = o, 

A, = I, A^ = o. 

En supposant v, = v = v, = v'— o, v', = v"= i, donc 7^5^=0, C^y^— -X» **" 
voit par un calcul analogue au précédent que Ton peut faire sur ut, a', jx" les deux hypo- 
thèses irréductibles Tune à l'autre 

Si l'on a (ji, = (X = ix', = [x'= tx", = [x"= o, donc r/'^ o, comnrie la condition de figure 
est X ou X'^ o, on voit que l'on peut faire X, = o, X', = i, X", = o. Si Ton a jx, = ex = o, 
a, = ui'= I, [x", = [x"=o, donc 5' ^5 o, t/ee^xs', r)"^a?'5", on voit que l'on peut réduire X, 
X', X" à l'un des deux systèmes, irréductibles l'un à l'autre X, = o, i , X', = X", = o. 

En résumé, on peut toujours ramener les trois dernières équations de G à Tune des 
quatre formes, irréductibles l'une à l'autre, 

c-'de^d, f-^dfz=^daJ^-\ f-'ef—ecy 

e-^dezudy f-'df—dbP'-'y f-'ef—ec, 

e-'de — daP'-\ f'^df— dbP'-\ f-'ef= ec. 

On peut remarquer yu'awcw/i ^^» G de figure (r5i)(iii), r>^>i n'a tous ses g^^* 
abéliens; car il est toujours possible de trouver un g^»- non abélien } A, g^ g'\= G' où 
l'on a D' = \gP^ g'^y ^^ 8'^ 8S'\ <C A- ^^ effet, les valeurs respectives de g~^ g"^ gg' dans 
les quatre cas ci-dessus sont : 

En formant le déterminant des exposants des générateurs de D', on voit que, dans le 
premier cas, il est toujours ^=0 et que, dans les trois autres cas, on peut le rendre ^ o 
sans faire G' abélien en prenant 7 ^y£^ o, ars' — 50?'^ o. Or on a vu (14) que, si ce 
déterminant est ^ o, on a D'< A. 



Deuxième cas. — r = 5 > i . 

Comme dans le cas de r>^, les formules (2) montrent que l'on peut toujours faire 
sur V, v', V les deux hypothèses irréductibles l'une à l'autre 



FIGURE (rsi)(l II). 

En supposant v = v' = v" = o, les trois dernières équations de G sont 

e-'f/ezzzdibV-a^y', f-'df—d{b^'a^'y-\ f~'e/—e{h'ya'>''y' 



/i'3 



Le$ déterminants de 



I ). V r 



n'étant pas tous ^o, sans quoi le commutant serait 



p II- IX" 

cyclique, il y a toujours un des trois générateurs tel que le p. p. c. m. de ses commuta- 
teurs avec les éléments de G soit d'ordre />^. Désignons-le par/ en sorte que Ton a 
X'fji"— [x'X"^o et que l'on peut prendre b^'a*' pour a, b^"a^'' pour b. Si alors on prend 
f~^e pour e, y^r/ pour é/, on voit que les trois dernières équations de G son! ramenées à la 
forme 

En supposant V, = v = v'^ = v' = o, v"j = v"=i, donc^b^s e=o, !^"^^ v's"— s'y, les 
formules (i) et (2) montrent que Ton peut toujours faire X"^ = (jl"^ — o, et si l'on a 
X", = X" = [x", = [x" = o i l reste 

formules permettant de réduire toujours X, (x, X', v' non tous e^o (condition de figure) 
à l'un des deux svstèmes, irréductibles l'un à l'autre, 



>.,=:^, — ^'jzzio, >/, — i; 



^•i=/^'i^'» y\=i*-x—o. 



En résumé, les trois dernières équations de G peuvent toujours se réduire a Tune des 
trois formes, irréductibles l'une a l'autre, 

e-'de-^d, f-^df=^daP'-\ f-'^ ef — eb"'-\ 

e-^de — d, f-^df—daP''\ f-^ef^ec, 

e-^de — daP"\ f'^ef -ebt^'\ f-'^ef—ec. 

On peut remarquer ^\x aucun g^,»^ défigure (rri)(i 1 1), r > 1 , na tous ses g^yn-t abéliens, 
pour les mêmes raisons que précédemment. 



Troisième cas. — r>5 = i. 

On voit sur les formules (2) et (3) qu'il yak distinguer deux cas, suivant que les 

sont tous Tr^o ou non. (La condition de ligure exige qu'un 



déterminants de 



/A ix' ix' 



élément au moins de cette matrice soit p^ o.) 
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Supposons les trois déterminants r-.o, choisissons e, / non permutables modl^; et 
prenons c^"Ij^" pour c, les trois dernières équations de G s'écriront 

en prenant/^ ^-^'t/ pour d^ caf"^ ' pour c on les ramène a la forme 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme réduite doit 
vérifier 



y^ZT . u - o, 






l' -l{y y" ^ y' Jr") ^V {x' z" — z' jr' ), 



et fournit la transformation 



La condition de figure étant X ou X'=^o, on voit qu'on peut toujours faire X 
a'^ = I, d'où une première forme réduite de» trois dernières équations de G 

( -» de — d, /-» df : daP' ', f-'ef _- ec. 



= o. 



Supposons qu'un déterminant de 






soit ^^. o et choisissons rf, #?, /de manière 



que ce soit (x'v"— v'(jl"; nous pouvons alors prendre c^b^'a*'^ ' pour 6, c^' h^" à*^' ^ ' pourr, 
puis J^d pour rf, /"^(? pour e, ce qui donne 

e-» de — d(?i''-\ /-» f// — db, f-'ef~ ec. 

Si le commutant est un gy on a Xl^o; si c'est un gy on a X^o et, en prenant d^ 
pour a, on peut supposer X = i. D'où deux nouvelles formes réduites des trois dernières 
équations de G 

e'^de — d, f-'df—db, f'^ef-ec, 

6-» de — daP'^ ', /-» df-^dh, f-^ef— ec. 

Si l'on a e"' de = dj-' df= daP" ',/-• ef = ec, donc g'' g'-' g g = c'^-^y' â^'-'-'-^^p'^ en 



sorte que le déterminant des exposants des générateurs de D' est £=à 



B^ b; 



O 

o 



^^/> C/i y^' — ^y' 



on peut rendre ce déterminant ^o et par suite (14) avoir D'< A sans que G' soit abélien 
en prenant j:^^j'^^o, xz' — zx'àzso. 



FIGURE (/•^l)(lll). 43 

Si Ton a e~-^ de = dàP'~\ f^^ df ^^ db, f^>ef :=^ecy on obtiendra de mênne D'<A, 
G' non abélien en prenanl:5^5'E^o, a?^' — yj?'^o. 

Si Ton a e'' de= d, f~' df= db, f-'ef=ec, donc ^'^'-'g-^^ c^^'-'^'i^^'--^', le 



déterminant des exposants des générateurs de D' est 



A,, A^, o 
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^^p ^'p J** — '^J 



. Si Ton n'a pas 



a^^a'^o, a''^o, on peut rendre ce déterminant ei^o et, par suite, avoirD'< A sans 
que G' soit abélien en prenant A^.^A'^^o, xz' — zx' ou yz' — zy'^o. Si l'on a 
a^^'^EO, a"^o, on a 



a: 



o 



B 



/' 



b: 
c 



p 
p 



X 



^f 






y^'—^y 



o^''[y{a:z'-^zx'y-^^'{yz^-zyy-^{Y--^){a,'z'-zx')(yz'^zy)l 



car on a toujours e,zz'(z -h- z')(xy-hyx')^o. Si la forme quadratique entre crochets 
est réductible, le déterminant peut être ^o et par suite D'peut être < A sans que G' soit 
abélien. Si la forme quadratique est irréductible, c'est-k-dire si Ton a 

pour />> 2, (J3 — y')*-t- V/P' non carré, 
pour 7; = 2, y = ,6'=p.-Hy'=i, 

pour tout g^'«-« non abélien G', le déterminant est ^o, donc D' = A- Les types correspon- 
dants sont donc les seuls de figure (r^i)(iii)(r^5, r^-i) dont tous les gp"'-* soient abeltens. 
Nous allons les déterminer. 

21. Le changement de générateurs le plus général conservant la forme réduite des 
équations de G doit vérifier 






n'=x'z' 



K'^yz% 



rf^x'z\ 



^"^yz\ 



et fournit pour les autres exposants une transformation dont les formules moAp sont 



a,| = ax -+-«'/, 



1 s ■ 



OL,t^ OLX 



a'y 



OC 4* • 






Pi J-' + y.^'-s' s y j + y' y, 

«'.Yi-t-PV^'+y^'a" 



/ -./ 



a\f\ + fîi^'.xz'-^y'.x'z'^ j3^'+ (3'/', 

^x"-^^'f-^'l!^"z'-^tx\ 
yx" -f- Y y" -h y''z" 4- e/^ 



= yx' -4- y y 



Les trois premières montrent que l'on peut toujours faire sur a, a', a" l'une des quatre 
hypothèses irréductibles l'une à l'autre 



«,==« = «'=: a'=r0, 



a 



,ft 



X — o, i; 



«iHi a =z:o, 



a', = a'=:o, 



a , — OL — o; 



a,=r a = o, 



a, = av 



-^" ^v ^ 

oCj — a — o. 



i(> LES r.ROiPES d'ordre />•. 

Les types ayant tous leurs gp»»-« abéliens correspondant à l'hypothèse a, = a = a, = % = o, 
ql\ r- a"= I, qui ajoute la condition $^s". Les formules restantes permettent, en choisis- 
sant convenablement y] et ^, de faire P", = y\ = o. En supposant ^\ = ^" = 7", = y"= «• 
ce qui ajoute deux conditions déterminant yj et ^, il reste 

-'(?iy H- yK>') = y^ -H y'j, s^lâ', v -h /,/) = yx' + yV. 

Soit ^> 2. Ces quatre formules sont de même forme que celles que Ton obtient (') 
dans Pétude des g^» de ligure (1 1) (m), si l'on y échange d et e ei si Ton y remplace 
/>par 6""*. Les calculs faits à cette occasion montrent ici que le caractère quadratique de 
(^ — Y )*"+" 4yP' ^st précisément un invariant et qu'à la valeur — i de ce caractère 

quadratique correspondent les ^"*"' types 

^ o> y I, ;i'--N, y-o, p=:o, y^i, ;3'= i(i*- ' — i), /=i, (^/i = 0, 1, ..., ^^^ 

Soit/> = 2, En faisant Yi = Y == ?i = ? = Ti "*" Pi = Y'+ ? = i . il vient en résolvant 

?\' '? *r v' -h y\yx' -h xx' -h yf, y\ = ^ r x' -♦- y'x >' -h xx' -+- j^-'. 

Si l'on a p = i,donc y==o» ^^ prenant x = y=o^ a?'=j=i, on obtient p, = i* 
Y, ■ - o» d\>ù un seul type 



Qr.VTRIÈME CVS. ~ r = 5 = I . 

2i. On voit sur les équations de G comme sur les formules (^i\ (2\(3)qu'îly adeux 
oas à distinguer suivant que le commutant, toujours abélien principal, est d'ordre/»' ou/»-. 



Le I.OXirTANT EST V^i Qp. 

Le central A étant alors égal au commutant, on peut prendre pour a, fc~', r les trois 
commutateurs des éléments rf, r, / pris deux k deux et écrire les trois dernières équa* 
lions de G 
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Les formules (i), (2), (3) donnent alors 



/. 



»7 






YJ =^ Ou Z ""*■ *» «27 f 



f = xy — /.r", 



n''=z'x' 



/y' f 



f ^rr 



Ç =yz' ^zy\ V ^ zy" -yz\ C ^yz''-z'y\ 



en sorte que 






= A est ratljoint de 



X 



X' y 
x' 



y - 



r' *' 



= D, d'où l'on tire 



dA 
<^$ 



D5*, 



d'il 



Djj', 






-»^. ^^«/". 



flfA 



dA 



d^i 



-, s V. 



dA 



<hi 



-, ^ D/, 



-— =Da:" 



dA 

àK' 



= Dx', 






sD:r. 



Le changement de générateurs le plus générai conservant la forme des équations de G 
opère alors sur les exposants restants la transformation 



$a. + r|3. + ^y. - Ap, 


i<-^l'P\+l'7\-K' 


|«'. +r;3'+r/. -a;„ 


ina, H- Yi'^i, ■+■ Y)'-/, — B,„ 


ïia;-l-r)'|3',H-Y)Y,-B;„ 


Yi«', + n'p', + T)Y.-B;. 


Ça,+Ç'l3, 4-rv, =C^. 


î«; +ç'i3', +çY. = c;„ 


Ça" +Ç'(3' -HC'y', -c;. 



En résolvant, il vient 

Da, = {(xx-h a' y -h a'js -h £^77)5"-+- ( (3.2: 4- (3'/ "+- P"^ — £07 j)/''h- (yj7 H- y' y + /'^ + £/5)a:-", 
l)j3, = (a-r -h a'7 -h «"5 4- txy)z' 4- ((3^7 + j3'/ 4- ^'z —'txz)y' 4- (7^ 4- y'/ 4- fz 4- 6/5)0:', 
Dyi = (aj7 4-«'7 4-a"5 -¥Bxy)z 4- ((3 0:4- (3'/ 4- (3' -s — £075)7 4- (y 0? 4- y '7 4- y ''5 4- £7-5)0-, 

et six autres fornf)ules obtenues en ajoutant successivement deux accents aux lettres a^, 
^,, Y, et aux lettres 0?, v, js qui sont dans les parenthèses des seconds membres. 



Ces formules définissant une substitution linéaire et homogène opérée sur les neuf 
exposants a, p, ... montrent que le rang de leur déterminant est un invariant et 



que D 



«t 



a 



«': 






7'; 



« (3 y 
«' (3' y' 



. D*où trois cas fournissant des types certainement 



distincts, suivant que le rang est i» 2 ou 3. 

On voit ensuite que a, , ^^, ... sont tous ^ o toujours et seulement si a, p, « . . le sont. 
11 y a donc un premier type de G dont les équations sont, en sous-entendant les équations 



/,8 

communes aux autres types, 



Tout élément est alors un e^, : 
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df = eP •=/'' =z I 



i^ Ce type misa part, supposons le déterminant des a, p, ... de rang i. On peut trouver 



.r, j, z, x\ y\ z\ n'annulant pas tous les déterminants de 



X y z 



et vérifiant 



a.r -h ac'y -4- ol^z = ^ j7 4- p'y -h p^z = yx -h y' y -4- /:; = o, 
OLx'-^a'y H- a"z'= ^x' -h P'/ -^ ^^'z' =yx' -\-y'y -^ y'z' = o, 

ce qui donne a,E^p,E=Y,£:^a',^^fl',Ef^Y', ^^^o. Supposons donc que Ton ait constamment 
a^^^Y3^a'==^'EE3Y'^^o (donc on n'a pas a"^E^"E=Y"^^o)' les six premières for- 
mules du système non résolu, deviennent 



d'où 



o = a 5^p z =. y z = OL •» ==P -^ =^ y -^ y 



z '=. ■** -= o« 



M~z\xy'-yx'), 



et les trois dernières résolues donnent 



iocy'- 



/^' ) ï". 



= «'5' 






On a donc ^", ^ yj s^ee o toujours et seulement si p"Er— y"=^o- En ce cas, commo 
(ary — j'a;')a",E;£Ea''3", a!'yào, on peut toujours obtenir a", — ^i. D'où le type 

dP^\, ei'z=i, /Pz=:a. 

Si fl" ouy" est^o, on peutfaire fl", = o. Y, — i- En supposant P", =fl"= o, y", =y"= i, 
on a ozp^x',y:£^i, xot.]^^^x"s" -hx". On peut donc toujours faire a", = o, d'où le type 

2" Supposons le déterminant des a, ^, ... de rang 2. On peut trouver a-, j, s non tous 
nuls vérifiant ois a j;-)- a'j+ a"5s^Pa;+ P'j-t- P"5 -^ya; 4- y'j 4- y"s. ce qui donne 
a, ---^3, =^Yi^^<*' Soit donc a, = p, = Yi =« = ^ = Y = o» 'es trois premières formules 
non résolues donnent o e5= a'y -h a"3SE3 ^'j -+- ^"5 s:^ YJ "•" ï"-» '^onc y^zz~^.o, 
or^x{y' z" — s'y). Les six autres formules non résolues deviennent alors 



xy'a\-xy'P\ + l"y\ ^«'/+«V, xf 0L\-xfp\ + ry\^ o^'y' + ol- z', 

— xz'»\ + xz"P\ +T/-/,:-z3y-+-(3';;', —xz' a\^ xz'P\ \-f,'' y\ ^ P' y" + p' ^' , 

r ■/, = ■/' j' H- y'^', . r /l - •/' V" + -/• z'. 



FIGURE (r5l)(ïll). ^() 

On a y', ^Y*^o toujours et seulement siY'^Y^^^o. En ce cas, les quatre premières 
formules deviennent identiques aux formules rencontrées (') dans l'étude des g,/ de 
figure (ni) (il), mais a'^"— ^'a" est ^o. On a donc immédiatement tous les types 
de g,,« correspondant à ce cas y' = Y "^ ^• 

Si Y ou Y' ^st ^ o, on peut faire y'< = o, y"i = ' • Soit donc y» = Y — *^» n = Y' — ' » '^^ 
deux dernières formules donnent o^ih 5', i^^y, et les quatre premières 

On a p'^^o toujours et seulement si ^' est ^^o. En ce cas on a xol\ ^^ol\ et comme 
a' est ^o, sans quoi le déterminant est de rang i, on peut toujours faire a', = i. Soit 
donc a^ = a' = I , donc xe^ i , il reste 

On peut toujours faire a", = P", = o, d'où un type 

^P — I , eP = a, fP — c. 

Si P' est ^o, on peut faire P', = i. Soit ^'^=^' = 1, donc xz"^^\. L'équation 
x(i\ — xf^^oL montre que l'on peut faire a, = o. Soit a^ = a = o, donc j"^o, l'équa- 
tion x^\ -r x'^^" montre que Ton peut faire ^\ =0. Soit ^', = (î" = o, donc oj'^^o. 
l'équation a?a", — a7"^a"5" montre que Ton peut (aire a" = o. D'où un type 

dP ~\, et" = by fP =: €, 

3^ Supposons que le déterminant des a, p, ... est^o. Si P désigne le groupe des 
puissances /;-ièmes des éléments de G, on a ici P = A. D'ailleurs si C désigne le commutant 
de G on a aussi C = A; et CP étant le p. g. c. d. des gy de G, il s'ensuit que tout g^» de G 
contient A. Deux éléments quelconques de G, incongrus mod A, ne peuvent être permu- 
tables, sans quoi le commutant serait d'ordre Sp^x leurs /^-iëmes puissances ne sont pas 
dans un même g^, sans quoi le déterminant des a, p, ... serait nul. En conséquence, 
tout g^* de G est de figure (r 1 1) (i i) n'ayant pas d'e^ hors dy central. On sait qu'il n'y a 
que deux types de g/ jouissant de ces propriétés; les équations qui les distinguent sont 

cO* T=.by eP ^=1 c, c "^ de ^=zcia^ 

dP = a, eP = ùy e -^ de :=da, 

G a toujours des g^* du deuxième type. Soit, en effet, G obtenu en adjoignant fk un gy 

(^) De Sbguier, Éléments de la théorie des groupes abstraits, chap. IV. 



H) LES GROUPES d'oRDRE p^ . 

du premier type, ses équations seront 

e-^dc — da, f-"" df—de* W-à', f-^ cf = c&' b^' à^\ (p/ 



v/jl' p^ o ) . 



En prenant /* 'é?"-^* \t~^ ' pour/, et posant q=c'*b'^a^, q' = c''b^'a^\ les équations 
deviennent 

dP — b, ei' — c, f^ — n, e-^dez=da^ /-^d/=zdg, f-^i^—eq'. 

Un gy quelconque sera ja, b, c, g, g [; il sera du deuxième type si g~*gf *gg est 
dans !g^, g^^\, c'est-à-dire si Ton a 



y y 



I 



X X' 



'>j{xz' 
lJ.(xz' 
lixz' 



'X')-hV(yz' — 






-^-xf-'-yx' 



= o, 



un déterminant au moins de 



X y 



X' 



^1 



étant ^ o. Le premier membre est une fonclion 



quadratique des déterminants E, r^, X, de 



X y z 
X y z 



. On trouvera des valeurs de x, j, 5, 



a;', y, 5' vérifiant cette équation en prenant ^, yj, ^ non tous nuls annulant la forme qua- 
dratique, ce qui est toujours possible, puisa?', v', s' vérifiant X,x' 4- r\y 4- ^z'^r^o, puis 
x,y, z vérifiant les trois équations compatibles .ry—jj7'^r=$, zx' — xz'ï:^r\,yz' — :ry- w. 
Ainsi tous les types de G du cas actuel s'obtiendront en adjoignant / à un g,/ du 
deuxième type, et auront par suite des équations do la forme 

dPzna, eP — b^, fP--c^b^a!^, (y^o). 
e~ ^de — day /- » df — de"* bV- a^ , f'^^J— ee*' bV-' a> ', ( julv' — v^x' ^ o ) . 

Kn prenant /c~^rf'' pour/, on obtient /■"'rf/"= rfc" 6^, /"' ^=ec^'At^'. En prenant c"'/;'^' 
pour c, on obtient/"' <?/"= ec, ([x^o). En prenant/^ 'pour/, & 'pour c, on obtient 
J-^ d/= (Ic^b. En prenant c^è pour 6""* on obtient enfin 

dP-a, eP=icVb-\ //'=r cr^>?a«, (y-hj3-/^o), 
e-^de=ida, f-^df—db-\ f'^ef—ec. 

En conservant cette forme réduite, le système des formules de transformation résolues 
devient 



(•) 

(3) 

(4) 



I) z-(a: ^-aj )z'' -\-{^z 

o ^ (07 4- a5 )5'4- ({3- 

o -.^{.r -^ cjiz )z -h(j3^ 

o -:(a:'4-a^')3''4-(j35'-/)y4-(//-f-ys')x', 



7 )y+{/y ^-7= >^\ 
y )/-H(/7 -+-7- )-3-', 
y )y + (7'y -+-y- )^^» 
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Les formules non écrites déterminent y',, y,, ^i. On peut prendre y"^^z"^o, donc 
li^x{yz' — zy'), X, j, z solutions de (3) et telles que y'j -h yz soil ^ o, x\ y\ z' 
solutions de (2), (4) et (i) qui ont pour déterminant (y'j -h y-)^, 00" solution de (5); 
on obtient ainsi a, = o. 

La recherche des types par la discussion des formules ci-dessus étant trop compliquée, 
nous allons suivre une autre voie. Remarquons, en supposant a, = a = o, que les équa- 
tions deG|jcj sont 

dP = a, eP^b-\ fP = b^, ] 

> ni 0(1 ' c ' * 
e-^de^da, f-'df=db-\ f'ef'^e, \ 

G\\c\ est donc un g,,» de figure (1 1) (i 1 1) dans lequel le groupe des puissances/^-ièmes est 
un gy abélien principal, et qui contient un g,/ de figure (ii)(i i) ayant des e^/.. Or parmi 
les types de gp» de figure (i i)(i 1 1), il n'y en a que deux qui jouissent de ces propriétés (*); 
leurs' équations sont, en désignant par a, c les générateurs du central, par rf, e, f les 
autres générateurs du groupe, 

df=z}, e^ =1 r, ff =1 a, ) 

•^ e-'de = da, f-^df—d, f-'ef^ec. 

dP=i, ei'^a, fP^c, \ > J J > J J 

Si G admet un groupe quotient G\\b\ du premier type, ses équations prennent la 
forme 

dP — b?, eP = cb^\ fp = b?'a, e-* de — db^'a, f ^ df — dbV-\ /-« ef = ecb^\ 

En prenant b^a pour a, b^' pour b~\ cW pour c, on ramène les équations à la forme 

dP — ^P, eP - c'y, fp - b^'a, e-' de — da, f ' df=i db -', f'ef— ec, (.3 ^ o). 

Du changement de générateurs le plus général conservant cette forme d'équations 
résulte une transformation d'exposants définie par 

(I) o .-^zz" H-(;3.r 4-;3'7 -^^''z)Y'^y.r\ 

(M X)?,,--^^^' 4-(?^ 4-(3> -h^";; )/-hrx', 

(3) o ---V* -l-(;3.r -h(3 j 4- li":; )/ -H/j:-, 

( 4 ) o ~ z'z''^(^x' -h (3y -h (3";;')/^ -h/x% 

(7) I) =3"» H-(;3^:''-i-;3yH-j3'':;'0y''-+- v'^", 

(8) 1),3'; ^. c^j'-h (.3^''4- (3'/'^- ?"-")/ ^y"T\ 

(9) o ~c"c ^_(;3.r''_^.(3y-^-;3^5'07 -\-y"^r. 



(*) Dk Séguier, Éléments de la théorie des groupes abstraits j chap. IV. 



V/ 



t.r,i oKOipes v'oBDBe p*. 
\a'H h\WAiuKïh(2), (^),([)) en en retranchant respectivement (6), (4), (■) deviennent 









— 1>- 



I) *' 






O 



r-—(p- 









KII(fH iiiMfiln^nt <{ij'on a ^, '« ^^i ' <> toujours et seulement si l'on a ^^ r, ^'^o. 

l,i's /»|M«tionK (r^, (/|^, (j) en y considérant x", y, s" comme inconnues admettent un 
hytiti'iini (IttHolutions et un seul tel que D soit ^-o, à savoir 



(V) 



fi.r 



r 



(5^' - xj' ) -h p'{z/-yz') -pn- ?'?. 






=/ 



'9> 



;3(.r/- j^^-') + p'(cK'-/3') =1 ?ï - ;3'^ 



l'!n HuliMliluant dans CH) et (9) celles-ci deviennent 



(H") 



( <»" ) 



py 


fi' y' -t- x' 


|3V-1--' 


y 


(3:r-+-(3'/-t-|3'; 


2 


y 


|3x'-+-p'7'4-(3"3' 




Py 


(3'>' + ■*• 


P'y-hs 


y 


(3.rf-j3'/ + |3''3 


0m 


y 


|3.r'.(-|3'/+(3"3' 


./ 

^ 



D^lâ-.^o. 



- O. 



Supportons d'abord jï - . i , jï'' = o ; les formules deviennent 






I) - yjH.(x'H-(3'/)7 4-/J". 



(O, (^H ), (()') qui tM|uivalonl à (2), (8), (()) sont vérifiées identiquement, (f), (4)» (7) 
diUonuinoul»r*,^\ 5". Kn prônant y : 3 \z . -o, j;': — (^'4- 1) v',.r ^y-*, on obtient 
^\ o. On a dono lo lypo 

Supposons quo Ton n*ait pas simullanôment ^ 31, ^"==0. Si Ton fait ^,^^1, (2') et 
{\)'^ o\i)îonJ 5^* -^5 o, donc V o alors {^^) donne 5 =0, (a) donne D^^xy\ 
{i\) donno I) rv\ d'où ^ k On no peut donc faire ^,. :i que si ^ -=i. Si ^^ i en 
prônant .r i, y - o» z - o, ^v'^ï, (^ O5' :^'\ d'où jc"-^— 3', i^i^o, :?''^=i, 
l) I» ou oblionl jj; o. Soit donc Jj; - i'^o; (8') et (c)') donnent ^'=$"=0 
donc »r \'' o, alors on a\ r, ^ o, donc 5: :z- zo, s".. 2$, Dl^;*, et les formules 
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restantes donnent 

(3) o ^{^a;-^^'y)y^yxr 

(5) ^''»;3; = ((3^'+(3'/)/ + j'^', 

(6) z"^ ^([3:c'4.(3'/)y +/x. 

La relation générale d'invariance indiquée au début et relative au déterminant des 
a, jî, . .. devient ici 5"*^,:=^; combinée avec (2') elle donne 2"^(P|-+- i)-^(P 4- ï)^. 

On a donc ^i^— i toujours et seulement si l'on a p^— i. Soit d'abord p 4- 1^0. En 
prenant j^o, a?j=i, (^4-1)0;'^— P'j, d'où 5''^i, on obtient P',^o. Soit donc 
P'i = P' = o, les formules deviennent 



a:y = x'/=o (^/ — /a?') (Pi — i) = (3 — i, (^/ — ya?')»= (3/^'4- a?/'. 



(3 -!,.._ 



Si l'on fait^'^j^o on a xy'^i, (î|^p. Si l'on faita7^y£i=oet si Ton pose g ^::0 



d'où Pe= i^^ avec 9(0^ — i) ^ o, on a 



d'où 4- 0|E^o. 






p 3 

On a donc^- tvpes distincts 



l-h0 



(II) li/'tt^^t-e^ eP=c, fP—a, (^0 = 2, 3, . . ., ^-V 

Soit maintenant ^ 4- 1^0, alors on a 

On a P'i^o toujours et seulement si P' est ^o, P', carré toujours et seulement si ^' 
est carré; et si P'est ^o on peut toujours faire suivant les cas ^\ = i ou N non carré arbi- 
traire. Donc trois types 

(111), (IV), (V) dP-b-\ ei^—cb^\ ff'—a, (j3':zzo, i,N). 

Supposons maintenant P^^i, donc ^"^o, alors (2') et (9') donnent ^^C^^o donc 
y=^z^o,A'o\\x"^— xz\ y"^:2,o, z"^xy\D^^{xyy. (6) donne alors 07/^1 et il 
reste comme formules de transformation 

(5) (3', = :;'«4-2aryH-(3'yS 



.V, 



LES GROUPES D ORDRE />' 



Kn prenant/' ^"- ' , x — P", aar'/r- - p'/»— s'», on obtient P", : - 1, ^\ == o, d'où le type 



(VI) 



dP z=b, eP= c, fi' — ha. 



Si (\ admet un groupe quotient G/jéj du deuxième type, ses équations prennent la 
forme 

tlf h?, ei'-.lfia, /!'-. ch?\ É-^de = dbv^a, f-^dfz=dbV', f-^ ef — eciv-' , {p^o). 

(lommo précédemment on peut les ramener à la forme 

<//• ffi, ef />P<T, ff—cb^', e-'de=da, f-^df-db-\ f-^ef—ec, (?^o). 

Les formules do transformation de cette forme réduite sont 






o 
I) 

o 
o 

I) 



.yz" -f-((3jp -t-|3'y +(3'5 )y'^zx\ 
yz' +(|3x +P'y ^(3"5 )y + zx', 
ys -*- ((3a- + (3'/ + (3'5 )/ + zx, 
y'z'-h(pj:' -V (3'/ + (3'-"-)/"+ 5'x^ 

./s' + (p.r' + ^'y' + P's' )/' -1- z'jt', 
y'z -t-(Px' + (3'v' + [3"i')r + -'a-, 
v'5'-t-((3.r" t-(3'.i''+(3';'')y'-l-5".r', 

, y'3' -H C(3a' -♦■ p'y'+ 13' c')/ -t- 5".i-'. 
v's +- (;3.r' 1- P'y'H- 13» j»)/ -+- z".v. 



Kt riiivariancf du déterminant des a. p, ... donne 1)^,-:^. On peut remplacer (-2), 
(8), (<)) ou «Mï retranchant (()\ ( i), {i) par 






i>v.- 



1)^. 


1,3 -h: (i-p'w-ï). 


?',^ 


;-:3 + rU- y) + ri\ 


i) 


•'3-f-;'li-,3'^H-r.'. 



qui équivalent à 






r V 









2 » 






I — i . 



Kn prenant .»• x, ,» o. 5 o. x' ■ 1 — ^ , v' -- 1. 5= o, x . o. v' = o. :■"= 3 on 
ohliont ?, JJ, I. Soit donc ^, .^, ? = 3 1. \^2 \ v^H ^ et uV) donnent 
5 >• 5 I, » f ,»■ «. .r" f- 4-' o. Tenant compte do ces relations on trouve en ajou- 
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tant(i)et(2), (4)et(5), (7) et (8) 

(5') i + ;3;^:i:'+(i3'+i)/+c', 

(:') o-;3'-4-i-[ar'H-(p'.hi)/-f-5']; 

d'où en ajoutant (5') et (7') ^\e^^\ On a donc/? types distincts entre eux 

(VII) di^—b, ef'—b^'a, p—cb (P'= o, i, . . ., p — i). 

Reste à savoir si ces types sont distincts de ceux précédemment trouvés. Les équations 
des types (1), (II), (III) pourront prendre la forme dP =^ b^, eP= b^'a^ p = cb^^ toujours 
et seulement si Ton peut vérifier avec D p^ o les équations 

(1) 0—5;;'' -^^xy" -^yx\ 

(3) 0=5' 4-(3^y H-y^, 

(4) D = 5'5''-f-(3x'7''-h/a?\ 

(6) o = 5'^ -\-^x'y -^y^Xf 

(7) 0=5''» -h^x''y'-hy''x', 
(9) D^zz" -h^^x^y -{-y'x. 

Pour le type (I), ^ = i, (i) et (9) donnent D^^o. 

Pour le type (III), P = — i on a z?^z"^yx" — x/'^^o, donc D^o. 

Pour les types (II), p(P*— 1)^0, des équations (1), (3), (7) on tire 



-î ^ffi — 



{^-i^iyxyx'y':z:{^xy'-^yx"y 



OU, en posant ay = m, ys"= {^ 

Les deux racines de l'équation en - sont i et P*. La racine i donne D- zo. Soit donc 
p^p-w; en remarquant que D^J^'a?'^- y)'y -h ^'5', on a pour déterminer :r', /, -' 

(4) (l3y''-î:')x'4-(^'-rï')7'4-(5'-^')5=o, 

(6) Çtyx' -hxy' -^zz' =0, 

(9') K'x' +V/ -\-l'z^ ^((3 -or. 

L'équation (4) peut être remplacée par 

^y'x'-h xy-hz^z'^ ((3 — i)^. 



'A\ 



LES GROUPES D^ORDRE p*. 

Un simple calcul montre que le déterminant de ces trois équations est ^^o. Il a le 

'{iy JT o est 

- -c) en même temps que 5(P — i)-h^. Or, on peut prendre de manière à vérifii»r 
toutes les équations et la condition D p^ o 



mineur P^'^o par hypothèse et le caractéristique correspondant 



.r: : I 



y --- 



y~-- 



([3-i)'(|3 + i) 



, jc'^-ip-ifC^+i), zs- 



?-' 






Les types (,II) rentrent donc dans les types (VII). 

F^os équations à vérifier avec D^o pour faire rentrer les types (IV) et (V) dans les 
types (VII) sont 



(0 
(3) 

Cl) 
((i) 

(7) 
(») 



O 




+ (P'7- 


■^)7' 


H-7-r', 


o 


— -.t 

- .M 


+ P'J*. 






I) 




' + ( ,5'/ - 


x')/" 


+ /x", 


o 


— : w w 


+ ((3y- 


•r')/ 


-1-y'a-, 


o 




+ (3'7". 






I) 


— ^" ^ 

• 
1 11 rt c* t 









(;3' = i,N) 



On voit immédiatement que si Ton a P'= i et/?^3mod4» donc — i non carré, ou p'= N 
et^ Il mod4» donc — i carré, il est impossible de vérifier (3) et (7). Supposons donc 
^'=1,^. :i mod /| et remplaçons (ç)) en en retranchant (i) par 



(9') 



1) ^ ^ixy" — yx" ) 2£E— 2^'. 



Pour vérifier (3) et (7), il faut prendre z^^îy, z"^^i'y\ i^iF^i"' 
devient 

( ir 4- I ) y y" — a: y" 4- yx" —. o 



f, alors (i) 



ri comme il faut ;ry — jvC"-.= o, on doit avoir t 4- 1"^ :(>. Alors x, j, x" et v" étant liés 
par 



(O 



'^ y y" — ^^y" + j-^" ^ ^> y y" ^ <>» 



j*', y\ z sont déterminés par un système qui équivaut à 






V\r' 



— vx' H- 









iv'c' 



2^— 2c'. 



Vv' 






— o, 



— 2i. 



Or le calcul montre que le déterminant de ces trois équations est ^=0, qu'il a pour mineur^ 



^1 

i^o. Donc 
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et qu'on peut annuler le caractéristique correspondant en prenant 7,iy 
pourp^i mod 4 le type (IV) rentre dans les types (VII). 

Supposons maintenant p^'i mod 4 et P' = Nque Ton peut prendre = — i. Un calcul 
analogue au précédent montre que pour vérifier les équations il faut 



,tt 



z=Jy, z' = —iy' {<=±i), xf—yx'+'iyY'=o, r/"?£0, 

^y'x'+{x'-y")y' + z'z' = -^^, 
— yx' +(.2:— v)/ -+-=5' =0, 
m' x' + n' y' +j'i'=_2Ç'. 



Le calcul montre encore que le déterminant de ces trois équations est ^o, qu'il <*) pour 
mineur ^' et qu'on peut rendre le caractéristique correspondant ==u on prenant ' 

i{y ■+■ 2J?) + 1 = 0. 

Donc pour /)^3 mod4 le type (V) rentre dans les types (VII). 
Les équations à vérifier pour faire rentrer le type (VI) parmi les types (VII) sont 



(0 
(3) 

(4) 
(6) 

(7) 
C9) 








zz''-\- {x -ir z)y"'^ yx". 


o 




5* H- yj -t- 2 or/, 


J) 




z'z"-^ {œ' -h z')y-\- y'x\ 


o 




z'z ■^(x'-^s')y -h y'x. 


o 


— 


z"^-^ y"z"->rix'' y\ 


I) 




yz' — zy". 



Or, on peut satisfaire à ces équations et h D^o en prenant, par exemple : x^o, 
y^ — I, s^i, x'^o.y^i, s'^o, 0?"^— 3,y==i, z'^2. Donc le type (VI) rentre 
parmi les types (VII). 



.o 



2" /> = 2. 

Il est impossible de déterminer les exposants a, p, ..., de manière que pour chacun 

des sept systèmes (ar, j, 5) autres que (0,0,0) on aityj^o. Prenons donc x,y, z tels 

x' y 
qucYi^i et j?', 7', :;',J7", y, 5" tels qu'un déterminant au moins de soit£=f 

et que Ton ait 



x" v" :;" 



A„y -+- B,,/-h Cpx'= A,,5"-h B,, v''4- Cpx^= o. 



On définit bien ainsi un changement de générateurs, car on a 



D H= Apj: -+- By, V -h CpZ = 1, 



P. 



8 
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6 



et les équations de G se trouvent ramenées à la forme 

Autrement dit, on peut toujours trouver un élément hors du central, tel que son carré 
soit hors du p. p. c. m. de ses commutateurs. 

Nous allons d'abord déterminer les types de G qui n'ont aucun c^ hors du central. 

Pour que Ton ait ^'-=^1, il faut et il suffit A^==B^,::-2iC^=^o, ce qui équivaut (*) 
à A^,-f-B,,-+- C,,-4- B,X/.-H Cy.A,,H- A,,B^,-hA,,B^C^,^o. Donc, pour qu'il n'y ait aucun Cj 
hors du central, il faut et il suffit que, pour chacun des sept systèmes (a?, v, s) autres 
que (o,o, o), on ait A,,-h B,,-f- C^-f- B,,C^-+- C^A,,-f- A,,B,,-h A^,B^,C^eeei . D'où sept rela- 
tions entre les exposants a, p, .... 

Pour conserver la forme réduite ci-dessus des équations de G, les conditions néces- 
saires et suffisantes sont, comme on le voit sur les formules résolues de la transformation 

et, A'^, B'^,, C'^ désignant ce que deviennent A^, B^, C^ quand on accentue les lettres x, v, :?, 
on a ^^\^^A'pZ' -i-B'^^y-^CpX'. Or on peut toujouis trouver x, y, z vérifiant C,,e^<>. 
\pZ -h lij,yiz^i. En effet, C^i=o donne 



B 



(3y-^(!3'4-/)^-t-(?' + ny^, 



si alors ona A^,5 4-B^,j=£fo pour tout système (j, s), il faut a^^rY» ^^^«'iheo, ^'^^y'^f- i . 
Puisqu'il n'y apasd'cj hors du central, il faut aE^ yE^i; mais alors on voit que (yêrf)*= i. 



{ • ) L'équation 



X„ = iH- X P,, „ -r- SPs, ,*-+-.. . -hP„, „ ^ I rnod -2, 



l*A-, M parcourant les' produits k à k de n variables Xy^ ..., x,,, n'admet pas, d*autres solutions que 



JTj ==...== ;r,| 5^ o. 



Supposons que ce Ihéorème, vrai pour deux variables, soil vérifié jusqu*au cas de /i — i variables. Les relations 

2:P>i,«= Xn^:^W-^,n-^-^^\%n-u ( X = I, . . . , ", SPo.«-, = I, 1P«,«-, = o;, 
montrent que Ton a 

\n = «T/tX/i-i -r- X/i— I = {'Vfi-ir I )X/|--f . 



l/é(|ualion X^r- i équivaut donc à 



c'est-à-dire, d'après le théorème admis, à 



X/i-i ^ j:«h- I ^ I, 



X\ ^= <*J =î • • • =rr X fi = Oi 
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Une fois a?, j, z ainsi déterminés, en prenant a;'E=^i , y = z'==o, v"^eA,,, 3"=B,,, on a 
un changement de générateurs (car D^ i) qui donne ^',^=0. 
Les équations de G peuvent donc se réduire à 

et pour qu'il n'y ait pas d'e^ hors du central il faut et il suffit que Ton ait 

= (a-ha')(i4-?')(i-+-y-+-/) = (?'/)(i-+-a')^;3'(y4-/)(i-haH-5c'). 

1 ^ a -f- y -f- ay :- a' -f- ;3' -h •/ -h a' [3' -h a' y' -h ?' y' + a';3'y'. 

Les systèmes (a, y» a', P', 7') solutions de ces équations sont 

a =(0,1,1,0,0), b = ( i,o, 1,0,0), c =( 1, 1, 1,0,0), 

d = (o, o, o, 1,0), e ( 1,0, o, 1,0), f = (i, 1,0, 1,0), 

g =(0,0,0,0,1), h = (o, 1,0,0, i), i =( 1,0,0,0, I), 

j ---(0,0,1,0,1), k=r:( 1,0, 1,0, i), 1 -.(1,1,1,0,1), 

m = (0,0, I, 1,0), n = (o, I, I, 1,0), p =( 1,0, 1, 1,0), 

q =(o, o, I, I, i), r = (o, I, I, I, i), s =:( I, I, I, I, i). 

La transformation des exposants dans les équations de G résultant du changement d(^ 
générateurs le plus général conservant la forme de ces équations, est définie par neuf 

équations, dont cinq seulement contiennent les nouvelles valeurs a,, y,, Si Ton 

applique ce changement de générateurs au type a, il est facile de former tous les systèmes 

de valeurs de or, j, ..., qui satisfont aux quatre équations ne contenant pas a,, y, 

(Chacun de ces systèmes ^, v, ..., définit un système a,, y,, ..., auquel correspond un 
type isomorphe au type a; et tous les types non obtenus de cette façon sont distincts du 
type a. On trouve ainsi que les types isomorphes au type a sont les types a, f, j, e, q, b, 
c, n, m, k, h. s. 

On trouve de même que les types isomorphes au type d sont d, i, g» p; et enfin que les 
types isomorphes au type 1 sont 1, r. 

Ainsi il y a trois types distincts n'ayant pas d'e^ hors du central, les équations qui les 
distinguent sont : 

d-=.c, e^:=cby /^i=a; d*^-Cy e-=^, f^zzib; d*^=zc, e^^zcba, /*j=:ca. 

Supposons maintenant que G ait un e^ hors du central. Les équations étant ramenées 
à la forme toujours possible 

d^—cyb?a\ e^z^b, p—crb^'à^', e-^de — da^ f-^df—dby f-'ef—ec, 

il existe x\ y, z non tous ^o, tels que (J^e^d-'y = î. Faisons le changement de 



6ô 
générateurs 
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di izzf-eyd-^, e^ — e, /, — f- ey" d""' , xz" -f- zx"^ i ^ 



et les équations de G deviennent 

d^—i, e^—b, p—crb^'a^\ e-^de — dc-a', /-^ df =: de"" ba>y /-'ef= ec^'a''. 

Prenons alors c^a"^ pour a, c^ba^ pour b, c^-^'u^" pour c, les équations deviennent 

f/*z=i, ^'-=cY6a^ f'-—crb^'a'^\ e-^dezzzda, J-'^dJ-db, f-^ef^ec. 

Nous allons d'abord examiner le cas où tout ea est ^rf modA, c'est-à-dire où 
{f^e^d-^y est i^^ I, sauf si Ton ^ y^z^o, La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il en soit ainsi est que pour tout système (a?, j, z) autre que {x^ o, o), on ait 



cVsl-k-dire 



Ap4- Bp4- C,,-h A,,B,,4- ApC;,-h B,,C;,-h A,,B;,C,,^ i, 



a'-h ;3'-f- / -4- a'[3'-+- a'y'-h [3'/= i, 

Les systèmes (a, y, a', P', y') solutions de ces équations soni : 



a — (o,o, 1,0,0), 


b — (i,o, i,o,o), 


c 


d _(o, o,o,o, i), 


e (0,1,0,0,1), 


f 


g _(o, i,o, I, i), 


h — (1,0,0, 1, i). 


• 

1 


j — (o, ï, ï,o, l), 


k_(i,o, 1,0, i), 


1 


m — (o,o, 1, i,o), 


n (0,1,1,1,0), 


p 


q = (o,o, I, 1, 1), 


r —(0, 1, 1, 1, i). 


s 



(1, 1, 1,0,0 
(1, 1,0,0, 1 

(1, 1,0, I, I 

(l, 1, 1,0, 1 
(1,0, 1,1,0 
(1, 1, 1, 1, 1 



Par la même méthode que dans le cas précédent, on trouve que les types isomorphes 
au type a sont les types a. b, d, p, q, n, c, h, m, k, que les types isomorphes au type e 
sont les types e, s, que les types isomorphes au type f sont les types f , g, r, 1, que 
les types isomorphes au type i sont les types i, j. 11 y a donc quatre types distincts 
lorsque G a huit Cj et seulement huit formant un complexe élément du cogrédienl; les 
équations qui les distinguent sont : 

e'r=:6, /*z=:a; e-^izcb, f^i=ic; e^=:cba, /^=zc; e^zizcba, f^zzicb. 

Considérons ensuite le cas où il y a des e^ dans plus d'un complexe élément du cogré- 
dient. Les équations étant ramenées à la forme toujours possible 



^-^cY6Pa«, e^—crb?'a^\ p—a, e-'de^da, f~^df—db, f-^ef^ec, 
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il existe, par hypothèse, un système x, y, z,œ\y\z\ telqueronail(/Vrf-^)^=(/*Vfi?'^)^= i 

et qu'un déterminant au moins de ' , ^ , ", soit ^ o. Je dis que Ton a nécessairement 

œy -h yx'^i . Si, en effet, on a xV-h yx'^o, donc x'^x, y^y, il faut nécessaire- 
ment z H- 5'^i ; on aura donc {f^d^y^i^é^d'^y^i ; d'où, en annulaqt l'exposant de a, 
l'égalité impossible 

(XX -h ad y 4- i -h xy ^ eux 4- ol' y -\- xy ^ o. 

On peut donc faire le changement de générateurs 

É 

qui donne aux équations de G la forme 

d'=ze^—i, /*=a, e-^de — dc'b^a, f-^df—dcyb'', f-^ef—ecrb'''. 

En prenant d*b^a pour a, c^h^ pour b, c^'b^' pour c, on ramène les équations à la forme 

rf«=:e*=i, p—ctb^a, e-^de — da, f-^df—db, f-'ef—ec. 

Considérons d'abord le cas où il n'y a d'e^ que dans deux complexes éléments du cogré- 
dient. Comme la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que, pour 
tout système (o-, j, z) où ^ est ^ i , on ait 

A,,+ Bp-h C;,4- A;,Bp-h ApC^4- B^Cy, 4- A;,BpC;,= I, 

ce qui donne la seule condition ^y^o, les systèmes (P, y) qui conviennent sont 

a = (0,0), b=r(0,l), C=:(l,0). 

Or, si sur le type a on fait les changements de générateurs rf, = d, e, = ^, /, =fe, Jd on 
obtient les types b, C. Dans ce cas, G n'a donc qu'un type : 

■ 

Dans le cas où les e^ appartiennent à plus de deux complexes distincts du cogrédient, 
on peut les prendre pour générateurs, il n'y a donc alors qu'un type : 

c/'me^ziz/*— I. 

Le commutant est d'ordre p*. 

Le commutant n'étant pas cyclique, on peut réduire les trois dernières équations de G 
à la forme 

e'^dezzzdb^a^, f-'^df~day f-^ef:=.eb. 



(>'2 LES GROUPES D*ORDRE p^ , 

puis, en prenant /*"^<? pour <?, f^d pour rf, à la forme 

e-'de — d, f-'df—da, f-^ef—eb. 

Si alors on avait y^y'^y"^o, G serait produit direct de \c\ par un g,/ de figure (i i) (i 1 1). 
Supposons donc que l'on n'ait pas y==y'^y"^o. 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme réduite d'équa- 
tions doit vérifier 

z^.z'^o, l~xz% rs=yz', Ç = o, r = ^'^^ r/~yz\ T^o, z'^'i^f - yJ^')^-o, 

et opère sur les a, ^, .. . une transformation définie par 

y^r ^ yx 4- /r, y\ r ^ y.r' -h yV, 

5'(a';.r -h p;.r') 4- /; c' ^ a^'4- aV-h a"5"-^ 6.^"^% 
^"(«'t/ + ?;/) 4^ y'; r/= ?x;+ J3V-H P"^"'-+- £7'3% 

Si Ton a y^y^^^» ^^'^^ Yi^^Ti^^Oi Y'Ti^^» ^" P^^^ ''^''*^ Ti~'- ^' 7 ^^" T 
est ^ o, on peut faire y, = o, y', = r, y'^ = o. 

Soit donc d'abord y, = y = y', = y' = o, y", = y"= i, donc C ^^^e z\ On peut toujours 

déterminer ^" et r/' de manière à faire ol] = fi', = o ; et en supposant ol] =ol" = i^\ = P" = o, 

donc l"~tx"z\ ri''=ey"z\ il rcsle 

z''{oLijr-\-PiJc') = oix-hoL'y, z"{oc\x-h ^'i-^') ^ x.v' -h tx'y', 

La discussion de ces formules, qui a été efTectuée (*) dans la recherclie des ^/ de 
figure (il) (m i), conduit pour /> > 2 aux /? 4- 5 types distincts, pour lesquels les expo- 
sants a, ^, a', p' ont, par exemple, les valeurs suivantes : 

a 00 o I I o «'" o 
(3 o o o o o I o I 

a' 01 o o I N o {(i*'«-»— i) fm — i,^, ..., ^^— î- j 

|3' 00 — I 1 10 I — I, 

( ») Dk Sêgliër, Éléments de la théorie des groupes abstraits, Chap. IV. 
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ol , pour p= 2f aux cinq types 



ex. 



o o o I o 



o o I I I 



o o o o I 



o I o I I. 



Soit maintenant y, = y = o, y, = y =1, y'j = y'' 
peut toujours déterminer $"etyi"(lc manière à faire ol\ 
donc \"^EE=.r{'^o, il reste 



o, donc y^y^o, C'^-y. On 
p;=:o.Soita;=a' = ft; = ^' = o, 



3''(«,x 4- (3, j-') - a,r ;3, j'y'- ;3.r, 

c''(a>H- p^o-') = a.r"-|- «"^'^H- £.r"y\ Ç;\y z" :zzi^.v'' -\- y z\ 

On volt alors aisément que les types distincts de G sont 



(3 — 0, 


a — 0, 


?>' 0, 


X"—Oy 1, 


/>>2, 


P 0, 


a 0, 


i3" 0, 


a'' 0, 


P—1y 


P-O, 


7, . 1, 


p' 0, 1, 


a"— 0, 


P>3, 


P 0, 


a_ I, 


'fi" 0, I, 


a'_o, I, 


/^ 2, 


|3-., 


X — 0, 


;3^ 0, 


a"_ 0, I, 


/> =i 2. 



^3. Cherchons s'il existe des g^« de figure (i n) (i 1 1) dont tous les gy* soient abé- 
liens. Si le commutant est d'ordre /?', le déterminant des exposants des générateurs 

de D' est 



15 M ■t'/i JCZ • — ZJC 

c r' v' — -v' 

''/' '^z» J^*-" *'y 



ou, en posant: xy — ja?'= E, ;rr.'— 50:'= r^ .vr'— zy 



-,/ _ î^ 



«../ 



(?■/ 



-h (a {3'- ;3a'4- |3'y''- y'';3")iÇ -h («^3''- ;3a" -+- -/a"— a'/)y,C 



Si p est > 2, il existe des valeurs de Ç, yj/C non toutes ^o et rendant le détiîrmi 
nant ^o. En prenant x, y, z tels que l'on ait 

Çx — Yîj-f- >:: = 0, 

puis x\y, z\ tels que l'on ait 



^y'—y^'^ly 



JC-^ ~^ '^JC =2 tJ • 






ona D'<A Aucun gy n'étant abélien, il en résulte que /ott^^,/(;>> 2) r/«/?^ar<?(iii)(i 11) 
à commutant d^ ordre p^ à des gp^ non abeliens. 



y 



(11 
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Si/? = 2, écrivons le déterminant 
en remplaçant \ par yj -+- ^, la partie formée par les six premiers termes devient 

yî(K -h K'4- L) 4- Ç(K -+- K'^^ L') 4- YîC(L 4- L'-h L"), 

ot Ton vérifie directement, en parcourant successivement les types distincts de g^» de 
tigure (iii)(iii) h commutant d'ordre/?', que cette forme quadratique n'est jamais 
irréductible. Si donc on prend ^, v), l, solutions non toutes ==0 de 

K|4- KVi 4- K"Ç4- L|r, 4- L'|Ç 4- L'rjÇ = £ 4- r, 4- Ç - o, 
puis.r = y = 3 = 1, puis a7',y, 5' solutions de 



.r 4- )■ 



_/ 



*-» 



.r 4- ^ ^2 r/. 



/ + ^' = Ç, 



iroù 



.r'Î4-/Y3 4-3'|= I, 



on voit que le déterminant sera e^o. Dans le g^» correspondant à cette détermination du 
système a?, V, z, x\y\ z on aura donc D'< A. Ainsi, dans tout g^* défigure (m) (m) 
a commutant d'ordre p^, il y a des g.^* non abé/icns. 

Supposons maintenant le commutant d'ordre p^, le déterminant des exposants des 
j;çénérateurs de D' est 



'f v/ 



p'^ - 



' ^.f 



,lt ^ 



.1 - 



X^ ~~~ *tX 



(XX -\- a'y -h (x" z -h exz olx 4- a j 4- a'5^4- êj? -3 

<^x 4- ;3'7 4- '^"z 4- tyz ^x' 4- ?y 4- ;3'5' 4- e/^ yz' - zy' 

yx 4- y' y -i-y^'z yx' 4- 7'/' 4- y" z' 



o 



On sait(i3, i/|) que G'=]A., g, g'\ supposé non abélien a tou3 ses diviseurs abéliens 
toujours et seulement si ce déterminant est ^o. Si l'on n'a pas y^y'^o, y"^ o, on 
peut prendre 



yjc -^y'y 4- y" z ^ y^'4-y'y 4- y"^':^ o. 



X ^ "^~ zx 



ou 



yz'—zy'—o. 



alors le déterminant est ^o et G' non abélien à des g,,»» « non abéliens. Supposons donc 
yr i^Y'E£Eo, Y^'^o, c'est-à-dire considérons seulement les types où l'on a y = y'=o, y"=i, 
le déterminant se réduit à 



XZ ■"— " *» X 



OLX -^ cf! y -k- txz ax' -h (x'y -h £jr' z' 
px -h ^'y -h tyz p^' + py 4- e/2' yz'-zy' 

o 



^1 
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ou en développant modp 

ê 

(3(^5'- - 5^')- 4- ((3'- a) (œz' — zx') (yz'-^zy) - «'(y^'— 5/)«. 

Ainsi, pour que tout g^-»-» G' non abélien ait tous ses diviseursi abéliens, il faut et il 
suffit que la forme quadratique ci-dessus soit irréductible, c'est-à-dire que l'on ait 

((3'— a)*4- 4«'P non carré i)our/>>2, 
(3 = «'=: a -f- j3'— r, pour /) —2, 

Les gp* de figure (iii)(iii)à commutant d* ordre p^ ayant tous leurs g^« abéliens sont donc 
donnés par 

a = o, p =:a'=;3'=:^ I, pour /? — 2. 



(rs)(22). 

2i. En tenant conipte des conditions d*aulomorphisme, les équations de G auront la 
forme 

La condition de figure est que X ou [x soit ^ o. Si l'on pose 



on trouve aisément 

g'- rr d^y C-' ( /#/'•"■' aV"- )'^ V » ' , oT'* — 6»V a^»' 

avec 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est de la forme 

«j— ^Ta^ b^ -b-^'a^-f"^', c^ — drc^'b^a^', d^~ d^c'^'b^ a^'', 
V. \) 
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iivoc 1rs conditions 

('I n|))MT snr les exposants des équations de G une transformation définie par 

Los formules (0 montrent qu'il faut distinguer les trois cas 

Supposons d'abord r — i >5. On a fi.,:r~o toujours et seulement si ui est ^o. Suppo- 
sons }jLr^>{jL\ donc (condition de figure) X^o. En prenant d^ pour a, on peut 
lairt* X . 1 : et en faisant X, =s X = i dans tes formules (i), il vient 

t>n a donc a, o toujours et seulement si jjl' est e5=5o; si a' est ^ o on peut faire a = i, 
donc u» - fK Supposons ul x. o, en prenant b^a^ * pour a, on peut faire X = o, a = i. 
Ainsi on peut toujours ramener X, uà Tun des trois systèmes irréductibles Tun à Tautre 

Supposons maintenant r — i = ^, Comme pK'cêdemmeDt, si a est e=o on peut supposer 
X K cl en fais;int X^ ^ X - i» a --/lui » a, =/>u,, les forutules {i^ deviennent 

Cl |H'ru:cttcnl toujours do fairt* a, = 0. Si u. est i=o on peut encore supposer :j.= i. 
X o. IVins oc C4S li n\ a donc que les deux systèmes irréductibles 

Sv ;^iv^s,^us cnlîn r=.^: ^v^ peut toujours prxnJro frSi' pour A. donc supposer X = o. 
O- > \.; ^;:e G 4 t. ;î> <<< <,• ^ aK :\n$ t.^: ;:urs et seulement >i I on a 
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c'est-a-dire si un délerminnnt au moins de 

est ^o, c'est-à-dire si a^'— ^a' est p^o. Je ne déterminerai que les types pour lesquels 
cette condition est remplie. 

Soit donc X, = X, [x, = [x, X et fx ayant l'un des systèmes de valeurs trouvés plus haut; 
on peut toujours, en prenant 

et choisissant convenablement h et h\ faire dans les formules (2) a^ = 0, a'^ == 1. Soit 
donc a, = a = o, a, = a'= I, donc P^o; les formules (1), (2), (3) deviennent 

(1) l[^^(jcy^yj;')]^^^'^lnp'' .<4-|ui[Tî'-(^/-^.r') -o mod/A 

(2) ;3,fy •'— (y-hfXj?//?'- «4-/?V0 = c-+-!3;£'— (y'4-eXjcy//' »4-/>*A'):-o mod/V, 

(3) p,V-B^-/>»A z:,r^4.j3;v— B;,-/?U' -o mod/?'. 

Séparons alors les différents cas. 



I O ,.._,, ^ ç. 



Si Ton prend X = i , fx = i, on a 



j = ;-+-p;$'— 7 = } mod/>*. 

On peut donc, en prenant x' =^y =i o, ^ = x =y = 1, v)'= p, yj = P' et choisissant 
convenablement A, A', A, ^', faire P, = i, P', = o; d'où un seul type 

m 

Si l'on prend X == i, |x =p, on a 

p,v- (P^ + P' V) ^ Yî 4- p;r/- (p^'-f- py ) = o ) 

On peut, au moyen de A, A', k, k\ faire p, = 1 , P, = o en prenant 






|,M iiUOVVVS n'oflPRR // 



fi'' //, fif* a, ri U'fl — cbP'" al'' \ 



Hl TuM |M'(mmI / O, |A I, OM a 



o 
o 



,î,0' ,Vr I.V.O' ■(?.*•' I?y) o4-ea:»'-» 






itiod/7'. 



On |uMil, lui moynn <lo /i, A'i ^\ X-', («iro [ï, :-= i, ^', = o en prenant 



\\\\i\ un mmH lypo 



./ .,.' ti, .r ,, {--.v = /.-_z;â. -n^p?', 



('I* /*, (//•• (I, </ «c^/— c///»' '. 



r* r • - I " vV\ 



S^ Ton |uv«\l X K u \s ou u 






mod/^*. 



Kî^ l^ivUx^wl 



^ s\ 



^ 

■> 



.< * U »: 



^ I 






\ 
^ 






I 
\ 



v"C J 



\ » 



I ••^ K\ t 



N \ 



^ * 









*• s 



,*. . T 1 L:a< K-iS 
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3*^ rr=.ç. (>. = o, fji = i). 



On tire des formules (i), (2), (3) 

en prenant 

et choisissant convenablement h, h\ k, k\ on peut faire p, = i, p', = o. On a donc un 
seul type, le troisième du cas r — 1 > jr. 



DEUXIÈME PARTIE. 



tfklMmtHArtOS OmVUTE HE» iillOtPES IKORDRE/t. 



Flgurt ail;(l)(ll). 
Jii ll'M|ir/'ti h<M ly|M*M roriniJM <lii (Igiin; (\)(n)f G aura des équations de la forme 

\A I'hii h î m, ^î (M jtoiir /i ^ u, 8 2 == G, OU Sn= 8= î pour^=i= 2. Les conditions 
d'orilnt doiMinnI 

ol I» (MMMllIhMi do llguro ont quo Ton n*uit pus X [jl ;v:. •X':=tjL' . :v'-^o. Si Ton a 
t^' ^i u, Ion oiMidiiiouM dovionuont 

mTuuu/^ * K^^ ^^x ^ I» loHooadiliousdovionnont 



v«i ^ > X u V X u' V* o 



i 



< r 



\\ h\ \'\^\\\\\\\K^\\ do llguiY uVhI puH voritU^o. Si \\\n u /» ^ 1» à r 0*= i, les conditions 

\^ |HMU d\MU' 0\'UIV l\m^|vMU> lox O\|u^lioo^ do lî 



» V 
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ell'on en tire /*V <•/•''/* «î*^rf'=/*'e^"rf*'c''fe'''a"' avec 

•^'-4" • V^{ } 

"'-^[ V^'[ } 

et {pe^d^y\j'-t^'d'''y'pé^d'f^'(t' = d?'--^' à" V^^ a^\ le commutant \a,h,c,d\ étant 
abélien, H" ... s^obtiennent en retranchant H' ... des expressions obtenues en y 
permutant les lettres accentuées et non accentuées de même nom; puis en posant 
(/*e^rf-^)"=/^"e^"rf^"c''''fe""a"% on trouve par récurrence 



L„ zn V 



K„ = 



H„ = 



"[•: - ]-■( ■■]■ 

A ]-^'( 1' 



d'où, pour M =/>, {pé'd'y— «f'J'^-^^J^^^'cSi^aV 






7/ 


-h y' s 


+ tyz(- 


^y 


+ v' 


=) 


|3jK 


+ P'3 


-\-s'yz(- 


■i^f 


+ ;*' 


-) 


IX y ->r a! z 


-he'yz{- 


■h- 


+ X' 


-) 



Ê]Ul[ ] 4-£|Jl'^5, 

eX [ ] -i-eX':r5, 



en supposant x, y, z </?. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G, 
qui est 

d, — Sc'b'a% e,^f-eyd'cfb^a\ f,—f-ey'd'''c''b'''a''\ 



i' Ti" c 

en général Q\j\j\ étant des entiers arbitraires </0' 



avec yâ ^{xy — zy^) 



et où l'on suppose x,y, z, a?', y, s'^/?, doit vérifier 






72 



LES GROUPES d'oRDKE p^\ 



PREMIER CAS. — /? IMPAIR. 

La transformation des exposants des équations de G résultant du changenient de gêné 
rateurs précédent est définie par 



(0 



(3) 



( Ça,4-rp,+ry,~C„; 



(2) 



(4) 






A^, B^,, C^ désignant ce que deviennent A^, B^, C^ quand on y accentue x,y, z. 

Remarquons que C'= jc^é^^a^, c^'Z^^^'a'' j, plus grand commun diviseur du commutant 
et du central, est caractéristique dans G et, à cause de la condition de figure, d'ordre ^p. 
Il y aura deux cas à considérer suivant que C est cyclique ou non. 



i** C cyclique. 

En prenant/non permutable a rfet c"^b^' à'' pour A, on aura 

e'de^dbV-, f 'df—db, f'^ef^cd; 

d'où, en prenant/"^^ pour e, 

e'de — d, J'^dJ—db, f 'ef—ed, 

et tout changement de générateurs conservant ces équations doit vérifier, en plus des 
conditions générales, les conditions suivantes, tirées des formules (i) et (2), 

^ = ç=<9=o ^ z=.y ^ Ti=>-- , 

les formules (3) et (4) deviennent 



=^ (xy' H- (x! z\ 



£a, -+- ?''y, = «7, l(x\ -h f 7; = «/ 

« 

?«, -H C'y, s y V, Ç«; + C'y', - y/ + y';', 
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et l'on voit aisément que les types de 6 correspondent à 

a = y=:p = o, a'=/=:o, (3'= 0,1; a=:yi=[3 = o, «'=0, 7'=!, P' = o; 

a=:y = o, P = i,N, a'=i:/=:o, P' = o; 

p ^ ^ \ 

0L = Oy y = i, P = o, a'z=y'=:o, (3'zno,i; 

a = y=p = o, a'=o, y'=o,ï, (3' = o; a = y =: a' =y'=^^'=Of p = i; 
_^ . a = y = a' = /=io, (3 = — i, (3' = o,i; 

"~ a = y=o, P = ï,N, a'=i, /=:(3'=:o; « = 0, y=:i, P=:o, a'=/=o, (3'=o; 



2° C /ïo/i cyclique. 

En prenant d*b^a^ pour a, c'^b^'à^' pour 6, on a 
des formules (1) et (2) se tirent les conditions suivantes : 

1 = 07, n = 9z, £;=ey, -n'^ez, ç = r = o, 

et les formules (3) et (4) deviennent 

e(zci,-hz'^,)-^n'y,~^y-\-^'z-^eyz^; e{za[-^z'^[)-^n'y[^^y ^^' z' ^e'y z'', ~^^ ""^ 

Si nous laissons de côté le cas ys^y'^^ ^^ ^ ^st produit direct de jcJ4)ar |a, 6, d,€,/\, 
gy de figure (ii)(i)(ii), nous pouvons toujours faire y4 = o, y', = 1, et en supposant 
Ti = T = o,Y; = f=i,ona 

2 = 0, = yV, ç^=5', 

- (/«i-H/Pi) = «7> y- (/«i -^/P'i ) + r= «y -+• oc'z^ — e'y^z', 

5'«(3t= (3, y^'îp; -Hy,'= P/-4- P'5'4- £'/5'« 

et Ton voit que les types de G, pouvp > 2, correspondent à 

P. lO 
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DEUXIÈME CAS : p = 2. 

Type è=:d'=:o de G\X. 

Comme on peut prendre c^b^a^ pour c, on peut toujours supposer X = (jl = o, v = i; 
d'après les conditions d'ordre, les équations de G non communes à tous les types seront 

rfî=c, e* = cY6Pa*, /«rz:crAP'a«', e~^de=/-^df=dc. 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme des équations 
de G doil vérifier ^"^y)"^o, T^''^i, yz^yz'^o et fournit sur les exposants des équa- 
tions de G la transformation 

r,a,H-r/|3, = (3/ + (3'^, yî^ 4-r/(3; = P/+ P'^', 

Ça, -i- Ç^ (3, -+- y, = y y -+- /5, Ça', + Ç'(3; + y', = y/ -h y'z'. 

Des quatre premières on tire : a, ^\ -h ^t0L\^0L^' •+- ^a' et en remarquant que les deux 
seules hypothèses possibles sont :y = z'=i^y = z = o etj = s'= o, j''= js = i, on voit 
que l'on a 0L^.^^^^^o toujours et seulement si l'on a a^P=^o ou a'^ P'^o. S'il n'en 
est pas ainsi, on peut faire a, = o, ^, = 1, et en supposant a, = a = o, p^ = p==i, 
on a a'^^^a'. Si a' est^i, en prenant ^ = 5', y) =y'-f- ^'5', l'=z, rf=y-h^'z, on 
obtient ^[^=0; si a' est ^o, on a ^'^o, iE=y -4- ^'s, i^\^y -h ^z\ d'où, en ajou- 
tant, ^\=^^^\ Si Ton a a^^^o ou a'^P'^o, on peut faire a,^ ^,^0, et, en suppo- 
sant a, = a = p, = p = o, on a 

o = oc'z = P'5, |a', -h ^'(3'i = ck'z\ r^oc', ^ yj'P; = ^' z' ; 

on a donc a^^^'^£F^o toujours et seulement si l'on a a'^E^'^Ezo, et si cette condition 
n'est pas remplie, on peut faire ol\ = o, p'^ == i. On peut donc toujours faire sur a, p, a', P' 
l'une des cinq hypothèses 

(x = o, (3 = 1, <x'=:if (3' = o; a = o, j3=ro,i, a'=o, (3' = o,i, 

avec a,, p,, a',, P', = a, p, a', P'. 

Dans l'hypothèse a = P' = o, P = a'= i on peut toujours faire y^ = Y^ = o^ d'où le 
type 

a z= (3' = y = y'= o, J3i=:a'=z:i. 

Dans l'hypothèse a = p =: a'= ^'= o, on a y, -f- y',:^Y-i-y et YiTi^^YT''^^^'^*^ ^^*^^^ 
types 

y = y'=o; y = o, /=i; y=.y=:i. 
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Dans l'hypothèse a = ^ = a'= o, P'= i, on peut faire y, = o, et en supposant 
y\ = Y= o» 0" P^ut faire y, = o en prenant j = o, j' = i , J^' = y» ^'^^ ^^ ^yP^ 

Dans rhypothèse a = a'= P'=: o, P = i, on voit de même qu'il n'y a qu'un type 

Dans l'hypothèse a == a' = o, ^ = P' = i , on peut faire 7^ = et, en supposant yi =y = o. 
on a y', ^ y', d'où les deux types 

a = a'=o, p=:(3'i=i, y = o, y' =0,1. 



On voit comme pour le premier type de G] A qu'on peut toujours ramener les équations 
de G, non communes à tous les types, à la forme 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme d'équations est, 
en tenant compte des conditions, 

a^z=Lc^b^a^, b^=(^'b^'a^\ q=ic, d^ = dc^\ e^^fed'c^b^a*', 

et fournit, pour les exposants des équations de G, la transformation 

na, -i- y,' Pj = p 4- (3'-s, Y3«; 4- Yî' p; = p', 

a7'4-y;4.Ça,4-Ç'P,=y + (/ 4-1)5, y; + Ça; + Cp; = y'; 

on voit alors qu'il y a six types de G correspondant à 

a'3=p' = o, a=:o, P = o, I, y = o, y'=zo,i; 

a=ro, P'=I, a=:o, f, p =: y :rz y' nz o. 
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Figure (11)(1111). 
26. Les équations de G auront la forme 

aPz=bP=ï, cP=bfa^, dP=b?'a''', €P = b?'a^\ /p=b^'a''', 

d'^cd—cb'^ay, e-^ce=cb^'ar, f-^ c/= cb'>^' ar , e-^de=dbV'a\ f-''df=db\^'a^\ /-^ej=eb''a^. 

Les conditions d'ordre sont toujours vérifiées, la condition de figure est qu'un détermi- 
nant au moins de la matrice 





o o y 


X 


/ 


V y' r 




— y — X o 


o 


i 


f. S' ,*' 




_ y' _ X' - a 


-f* 


o 


Ç V 




_y' _X' —$' 


-f*' 


-K 


— V o o 


soit yà o. 








On établit facilement 


les formules 












/->*'rf^ C'y» e« ^J' c* =/•'-+■'• e^'+= rfr'-»-3^ c'-^ 6''a", 

K =: "kjr'y -^Vjr'z-h X' x' w H- ixy'z 4- iJ-'r' u -4- mz' w, 
i/^'e^'dyc^Y^ (fendre') {f^'e-dr'c^') — f^ e^ dr c' b^' a^\ 
/(.rs' — 5:f') + /(j?w'— wo-') -h 8(^5' — zy') -^ i'(yu' — i// ) 



V(5tt' — 115'). 



(Nous formerons des expressions désignées par H", K", H", K* en remplaçant dans H' 
et K' x\y\ z\ u' parar", r", s\ a", a?", v", 5", a*; des expressions désignées par H'^K'* en 
remplaçant dans H", K\ H**, K'" les quantités a?, y, 5, u par a?', y, 5', ii' des expressions 
désignéesparH'*', K'''* en remplaçant dans H' K'* les quantités a?\ y, s\ a' par x'.y', 5^, a''.) 

{fe^dyc*)P=bha\ 
H^rr: a.r-h a y -i-a'^H- a^w -+-€(y.ry -hy'^c -^y'jru -{'dyz 4-d'j^a H-Çsi/), 
Kj,— j3.i;-H ^'y -hjâ's H- jâ'^w -+-€(>»rv -h X\r5 -hV.ru -h f/ V5 -^ [x'yu -f- V5«). 

(Nous formerons successivement des expressions désignées par H^, K^, H^, K^, H^, K* 
en ajoutant chaque fois un accent aux lettres x.v, 5, u de H^, K^.) 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations est 
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avec 



($rî'-0^o et 



X 



X' 



x' 



A» 



y 



ff 



u 



W 



W 



af y 



II 



m 



= D^o; 



les relations qui en résultent entre les anciennes et les nouvelles valeurs des exposants 
sont 












Yîa;-^-yî>; = K'^ 






^a, 4- r Pi = Hp, K + r P; ^ h;, 5« ; + r Pî ^ h;, ?a7 + ^ (37 ^ h;, 

^«.1 -t- rî'(3i = Kp, Yja; + riiP', = K;, rja'; -h f\' ?^\ = K;, yî«7-4- yî'(37= K7. 

La discussion directe de ces formules étant compliquée, nous allons d'abord séparer les 
types de G en classes distinctes, au moyen de considérations empruntées à la théorie 
générale des groupes. 

Nous distinguerons d'abord entre les types de G où le commutant est cyclique et ceux 
où le commutant est le central; dans ce dernier cas, ou bien il existe un élément e non 
normal tel que le p. p. c. m. des commutateurs cr^ g'^cg, g parcourant G soit d'ordre p^ 
ou bien un tel élément n'existe pas. On peut voir que dans ces deux hypothèses G contient 
un gy abélien. Soit, en effet, dans la première hypothèse, / un élément non permutable 
à c, on aura par un choix convenable de a 

dr^ cd = caty c"* ce =i cà^\ f-^cf:=. ca 

et ja, 6,c, f'^^d\ est un gy abélien. Dans la deuxième hypothèse, on aura quel que soitc 

d-^cd=zcb^ayy e^^ce = cay /-^c/=:cb 

et j a, 6, c,/"^€rYrf j est un gp* abélien. 

Les conditions de figure exigent d'ailleurs que G n'ait pas de gy abélien, car, s'il en a un, 
ses équations peuvent prendre la forme 

d'^cd=e-^ce = c, f-^c/=ca, .e-^de = dy f-^df:=idb^a^y f-^ef=ieb'*a^y 

OU, si l'on prend dc~^ pour d, ec^ pour e. 



d"^ cdz=e~^ce=: c, /-* c/=: ca^ e~^ de =^ dy /"* df = db^^ 



f-^ef=eb\ 
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OU, si l'on prend b^ pour b (il faut fxv ^ o), 

d~^cd=ze-^ce — Cy f-^cf=cay e-^de — dy f-^df=dby f-^ej—eb'^ 

mais alors edr^ est normal. 

Lorsque le p. p. c. m. des commutateurs c^ g'^cg est d'ordre /?, le g^« non abélien 
\a,byCy f"'^ dy û?"T^'€J où c est normal est de figure (iii)(ii). Inversement, si G contient 
ungp>de figure (iii)(ii) ja, 6, c^ d,e\ où c est normal, le p. p. c. m. des commutateurs 
c^^ g^cgy c parcourant G, est d'ordre /?. La première hypothèse équivaut donc à celle-ci : 
G contient un g^» de figure (1 n)(i i). 



(a — 0, I, 


a'=o 


pour 


Pl^). 


(a a' — 0, 


OL — a' — 1 


pour 


P = ^)y 



Premier cas. — Le commutant de G est cyclique. 
27. On sait (*) que les équations de G peuvent prendre la forme suivante : 

aP = hP = i, cP= b? a«, dP = b^' a«', eP = b^' a«', /p z=z b^" a«% 
d~^ cd^=icay e~^cezi^ c, f-^cf^=iCy e~^de=:d, f-^df^=. dy f-^efz=z ea. 

Si l'on a p^P'^P'^^p^^o, G est produit direct par jfej du gp* ja, c, rf, e,/\ de 
figure (i)(i I ïi) dont nous connaissons les deux types. Nous supposerons donc que l'on 
n'a pas p^P'^P''^p*'^o. Comme G| j6 j est un g^» de figure (i)(iiii), les équations 
mod j b j pourront être réduites à 

et les équations absolues de G auront la forme 

cP=b?a^, ' dp=b^'a^', eP—b^\ fP=b^\ 
d'Hd=cb^a, e-'ce = cb^\ f-'^cf—cb^\ e-^de = db^\ f-^df—db"^, f-^ef = eb''a 

l'hypothèse exigeante — v^X'^[jL'^X''^fjL''^o, les équations seront en prenant b^oL 
poura 

cP—b^a^y dP=b?'a''\ eP=b?', fP^b?", 
d-^cd=cay €-^ce=iCy f-^c/=zCy e^^de^^d, f-^dfz=:dy f-^efnzeay 

et l'on peut toujours supposer a =s o ou i , a' = o pour /> > u, a = a' = o ou a = a' = i 
pour /> = 2. 

(*) De Séguier, Éléments de la théorie des groupes abstraits, n" 143-146. 
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I*^ />>2. 

En prenant f^e^d^ff {x^o, ^x-^- P'jH- ^"z -h ^"^u^i) pour c, ed"^" pour e, /rf"'"^"' 
pour/, puis ^ pour e, a"^ pour a, on obtient c^=6a* tout en conservant la forme des autres 
équations. En prenant/'V pour e,/"^^*' pour/ (^'V-h P"m"=o, 5"w"'-5''m''=i), on 
obtient e^= i. Les équations de G non encore simplifiées prennent alors la forme 

cP—ba^, dP=b?'y eP—i, fp=b?'', (a=:o, i). 

Les formules de la transformation la plus générale résultant d'un changement de généra- 
teurs conservant les exposants déjà fixés sauf a sont 

^ = a?/ —ya^' -^zu! —uz' =.x''y"'-—y''x''-^z''u'^-'u''z''y ri = o, Ifï'^o. 
o ^ xy" — yœ" -i- zu' — uz' = xy"' — yx" -h zu' — uz'", 
o = x'y" — y a?' -h z' u" — u' z" = x' y" — y' x^ -^ z' u" — //-s'^, 

^ai-h^' = ax, V =x -\-^'y H- P'^/, 

o ~aLx\ O ^x" ^^'y" -^^""u". 

Ces formules montrent que, si Ton a a = i, P'i^^*'^o, on peut, en prenant Ç'^rj', 
faire a^ = o. Nous aurons donc à examiner deux cas seulement : 

a= o, alors le groupe P des />-ièmes puissances des éléments de G est d'ordre ^/i, 

a = I , P', p** n'étant pas tous deux ^o, alors P est d'ordre />^ 

Soit d' abord a| = a = i. Si p' est ^o, on ne peut faire p'i = o, car on aurait 
xl^y^u!^x"^y"^u:'^o, doncD^o; maison voit directement que, en prenant c^' 
pour c, t^ pour e, c^' pour a, 6^' pour 6, on obtient dP=^b, puis qu'en prenant/rf"?'* 
pour/, e^'^c pour con obtient/'' = i. On a donc le type 

Si p'est^o, donc p'^p^o, on peut, en prenant/^**"* pour/, cP^pour e, obtenir/P=6. 
On a donc le type 

Soit maintenant a = o. Si Ton prend dc^ pour rf, on a rf''= i ; puis, en prenant /c"P*' 
pour/", e~^'"d pour rf, on a/P= i, sans que les autres équations changent. On a donc un 
seul type : 

tP=6, dP--r^eP—fP=\. 
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2*^ /> = 2. 

Il y a trente systèmes (aa'Pp'P"P'') correspondant aux quinze systèmes (P^'P^P") 
autres que (oooo). Nous désignerons les systèmes (i i p P'P^'P*') par a, b, . . ., les systèmes 
correspondants (oop p'^''^*') para',b', Soit, en sous-entendant (aa'), 

a=:(iooo), b = (oioo), c=:(ooio), d=:(oooi), e = (iioo), 
f = (ioio), g=:(iooi), h=(oiio), i=(oioi), j=(ooii), 
k=(oiii), 1 z=i(ioii), m=:(iioi), n=(iiio), p=:(llll), 

a, b, . . ., a\ b', ... désigneront aussi les types de G correspondant à ces divers systèmes 
d'exposants. 

On voit directement sur les équations que, en prenant c pour d et d pour c, on ramène 
b à a, b' à a', h à f, h' à f , i à g, i' à g", 1 à k, T à k'; si l'on prend e pour /et/pour c, on 
ramène d, d', g, g', n, n' respectivement à c, c', f, f , m, m'; si Ton prend c pour e, 
e pour c, rfpour/,/pourrf, on ramène j', m', c' respectivement à e', k% a'; si Ton prend 
ba pour b, on ramène e à e'; si l'on prend de pour d, on ramène a, f, 1 respectivement 
à e, n, p. Tous les types distincts sont donc obtenus en prenant seulement a, c, f', j, k, 
a , f , k', p'. 

En formant pour chacun de ces types les carrés de quinze éléments ^i et indépen- 
dants mod A, on voit que c et k ont modA un seul e^^; a, f, j, k' en ont trois; a', f , p en 
ont cinq. 

Or le changement de générateurs 

m 

ramène k à c. Les changements de générateurs 

Ci = Cy d^—fdy e^^fec, /i=/, 

c^=fdCy d^^fcy e^~fedy f^^fec, 
bx^^buy c^^=^fCy d^=fecy ex = Cy fx = de 

ramènent respectivement f, j, k' à a. Les changements 

bi=ba, c^ — dcy d^—fd^ e^=fedcy f\=fy 

ramènent respectivement f, p' à a'. Il y a donc trois types 
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Deuxième cas. — G a pour commutant le central et contient un g^» de figure (iii)(îi). 

28. En prenant pour cinq des générateurs de G les générateurs de ce g^» (qui contient 
le central, ici p. g. c. d. des gy), les équations de G qui n'expriment pas les puis- 
sances /^-iëmes sont 

Si l'on prend /c"^û?* pour/, on obtient f'^df=db^,f'^ef=eb^. Le commutant n'étant 
pas cyclique on n'a pas X^jx^v^o, on peut donc prendre pourcun élément ^^û^^c"^ 
tel que l'on ait 07^0, Xa7-f- (xj-f- vz^i ; en prenant ensuite dcr^ pour d^ ecr"" pour e, 
puis^ê^^a pour/et enfin ba^ pour 6, on obtient 

d~^ cd =z e~^ ce zzi Cy f-^cf:=cby e~^de=zday /-^df^=dy f-^e/^=t\ 

Le changement de générateurs conservant la forme des équations doit vérifier l'un des 
deux systèmes de conditions 

i r,' = x = u = a:'^=ii"':^o, n = x' u'' — u a:\ $'=e j^*— 5/", r^'^o. 
i Tt ^ a:n' — ux' ^ xu" — wj?* ^ x-' u' — u x^ ^ x' u^ — u' x" ^ x" u" — u" af ^ o, 

et les relations entre les anciennes et les nouvelles valeurs des exposants sont, si l'on sup- 
pose (A) vérifié, 

f (3; = ax' 4- «''w', riOL\ = ^x' -h ^"u' -4- £x'u\ 

l'^'l^ax' -ha'^u\ ri(x\ = ^x' -\-Ç^"^u'-^ex''u\ 

et, si Ton suppose (B) vérifié, 

?«; = a' y' 4- OL^z' ^ Ey'z\ r/p; = (3'/ 4- ^' z\ 

$«;= ax" -h a" II", fi'^1^ î^x" -h ^^ u" + tx" u" . 



P. 



1 1 
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Pour que l'on puisse faire a,^aJ^o, (A) exige ^'=^^"^0 et (B) exige a^a''==o. 
1° Supposons qu'aucune de ces conditions ne soit remplie et prenons avec (B) 

h ( a X* '\- ol" u" ) = '^'y' -4- p' -% 

onobtienta,^^'^^o, a'^^^'^i. En supposanta, = a = P',= P' = o, a'j'=a'^=[J*=jî"= 1 , 
on a avec (A) 

z = u' = o, l'=u'' = yz"'y n^z^^x-'u', X-' yz" u" ^ o. 



et avec (B) 



z'~u = o, S, = u"' = y'z\ ri'= z' = xu'^y x/z'^u^^o, 
^"a; = a', w^{3i= ;3, ^/^a'; = oc' y' -^ <x' z' z''p";= ^ x"' -\- ^"^ u" . 



Pour que Ton puisse faire a',E^o, (A) exigc.^^o et (B) a'^^zo. 
Supposons a'P ^ o,et prenons avec (B) : 

nous avons a', ^ p^ ^ i , a, e:= ^'j'^ o, d'où le type 

cP=by di'~ay et'—b, f^—ci. 

Supposons a'^E^o, on peut faire a', = o, soit donc a', = a'= o, on voit que jî| est ^o 
toujours et seulement si p est ^o. Supposons ^^o, (A) est impossible, (B) exige 
P,^o; et, en prenant avec (B) e^^p, a?"'^^— P'", on obtient ^,^^1, ?I'^^o. Soit 
^=^,=ri, p;=p*'=o, doncw"=i, x"~o, a';E=a'V. Si a"ost =0, on a a'; = o, et 
si a" est p^o en prenant avec (B) ^"EFEEa"""*, on obtient a, ^i, d'où les deux types 

cf'zzzb, df'—i, ei'—b, f''—a; c'^^b, cii'^i, eP~ba, f^ — a. 

Supposons p donc ^,^^0, on voit que les deux cas a^p^'^Eo, a^P'^^o, sont irréductibles 
l'un à l'autre. Si a"^*' ést^o, on peut faire aj^i, et, en supposant a'^ = a"=i, on 
a Pi'== p"^, d'où p — I types 



I 

V 

1 
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Si a"^"' esl'== o, on voit les deux types 

2** Supposons maintenant a ^ a'" EiEEo ouP'=^^"£^o, on peut faire a, = a'^''=o. Soit 
donc a, = a = a'"— a"'= o. Si l'on n'a pas ^'e^^^^o, (A) est impossible, et d'après (B) 
on trouve les types correspondant à 

(3'=o, ^"—i, P=:o, (3''=o,i, a'~o, ot"—o,i; 

Si l'on a ^'^^"=0, on trouve qu'il y a trois types distincts correspondant à 

«'=(3 = 0, a'—P'^-i; a'—oL'—o, {3 = 0, (3"^— i: «'= a"z= (3 = (3'^r= 1. 

2** /? = 2. 

Les formes quadratiques irréductibles qui se rencontrent dans les seconds membres 
montrent que, si l'on a a'^a"^P^=^'''£=Hi, on a nécessairement aL\^7.\==i^^^i^f[=^\ , 
Dans ce cas on trouve, comme précédemment, qu'il y a trois types distincts corres- 
pondant à 

a = (3' = o, (xr—^'—i; a-a"=:[3'i=:o, (3"=i; a — oL^—^'—i^'—o. 

En dehors de ce cas on peut faire a', = a'J = o. Soit donc cl\ = oi'= ol] = a"= o. Si l'on 
a ^eze^'^'e^^i, (A) est impossible, (B) exige P,e=P']'iihi, y^'^^y^^^^o et montre qu'il 
y a six types distincts correspondant à 

a=zo, (x'^ — Oyi, ^'—^" — o; a = o, a^^^zo,!, ;3':zio,i, (3' = i. 

Si l'on n'a pas p^^"'^i,bn peut faire ^^ = ^']'= o; en supposant i^^ = ^ = ^'j'= f^"' = o, 
et remarquant d'abord que tout système (a ol'") peut se ramener à l'un des trois systèmes 
irréductibles entre eux (i i), (o i), (o o), on voit que les types distincts corres- 
pondent à : 

(X — OL^—^'^^'—i; 7. — 7r—\, (3' = o, p*=o,i; 

a=o, a'^=i, ^' = 0, j3''=i=o,i; « = 0, a'*'=i, ;3' = (3''=i; 

arza^i^zo, Ô'i=i3''=o; <x=%':zzo, P^ = o,i, ^"—x. 

TROISIÈME CAS. — G A POL'R COMMUTANT LE CENTRAL ET NE CONTIENT PAS 

DE G^» DE FIGURE (!Il)(ll). 

29. On a vu (26) que G contient toujours un gy abélien contenant le central, et que 
l'hypothèse équivaut à celle-ci : les commutateurs de tout élément non normal, relati- 
vement aux autres éléments de G, engendrent tout le central. 
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Les équations de G où n'entrent pas les puissances /?-ièmes peuvent prendre la forme 

avec les conditions nécessaires (x ou v^o, S ou Ç^o, (xS' — Sfx'^o. 

En prenant /c"^ pour/, ec^ pour/, on a f-^ef = e, donc S'^ o, on peut alors prendre 
d^~' pour rf, ce qui donne f'^df^db^'a, puis dc^ pour rf, ce qui donne e'^de=^db^. 
F^es équations de G sont alors ramenées à la forme 

d-^cd=zCy e-^ce=ica, /-^c/:= cby e-^de^idb^^ /"^d/ziridbv-'a, /-^ef=^e. 

Cherchons la condition suffisante pour que l'hypothèse soit vérifiée. Le p. p. c. m. des 
commutateurs relatifs à tous les éléments de G et à un élément /"e^cP'c^ est 

Pour que ce soit un g^, il faut et il suffit que tous les déterminants de la matrice 
— 5 — u J^ y 

— u — ^Z'^^u \i.y X -v ^ y 



soient ==o, c'est-k-dire que l'on ait 



Pour que l'hypothèse soit vérifiée, il faut et il suffit que ces conditions entraînent 

\^ p = 2. 

On a comme condition nécessaire [x^ei , et, pour que les équations (a) n'aient pas d'autre 
solution que ^^j^=E:s^w^o, il fautetil suffit que l'on ait [x'^i (si ix'est^o, on 
a la solution œ==y^=z^u^i; si ul' est^i, les deux premières congruences quadra- 
tiques sont irréductibles). Les équations de G ou n'entrent pas les carrés peuvent donc 
prendre la forme 

d-^cd—Cy e-^ce — cay f-^cf^=Lcby e-^de = dby /-»cÇ/*= </^a, /-ie/=e, 

et un changement de générateurs conservant ces équations doit vérifier 

(i) o^xz' — zx' -hyti' — uy'y o ^ xu' — ux' -^ yz' — zy' -h yu' — wy', 1) = j. 

(2) ^ = xz'^ — zx" -{-ytt" — uy\ ri ~ xu" -— ux" -hyz" — zy'' -hyu' — m/% 

( 3 ) ^' = xz'' — zx"^ -h yu'^ — uy'^y n' = xu"' — ux'" 4- yz"' — zy"' -h vu"' — uy"'y 

( 4 ) $' = x'z" — z'x" -\-yu"— u'y\ rî = x' u" — ux" -+- fz" — z'y" •+- y u" — u'y"y 

(5) l-\'C^ = x'z"' — z'x"''^yu'''—uy"'y n^ri' = x'u"'— u' x'" -{- y' z"' -- z' y"' -^ y' u"' — u^ , 

(6) o^x"z"'— z"x"'-^y"u'^— u"y'', o ^^x^u"-- u" x"' -\- y" z"' — z" y'" -^ y" u"' -- u" y" . 
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Nous classerons d'abord les lypes de G d'après le nombre de leurs e^ non normaux. 
Tout 62 sera normal toujours et seulement si Ha^K^^o a pour solution unique 
rrE=j^z.^i/^o, c'est-à-dire si, pour chacun des quinze systèmes (œyzu) autres que 
(0000), on a Ha^- K2-4- HaKa^i, ce qui donne pour les exposants des équations de G : 

X -^ P a^ = (x' -h ^' -^ ot' ^' = a' -\- ^' -h x" ^' = a'' '^- ^'^ -^ a!' ^'' = a^' -^ a' ^ 

( a + «0 ( I 4- [3 + PO = ( (3' + PO ( I + a' + «') = ( P -*- P^) ( I H- « -H a*') = ( «' -h «') ( (3' -+- ;3''') = o, 

(a' -h a'H- a') (I + p'^- p'4- PO = (a + a^H- O (P -+- P'^^ (3'^) ^ (a + a'-^ «0 (? -^ P' 4- PO = <>, 

( P -4- P' -4- P^ -+- P*") (i -4- « H- «' H- «'' + a'^) = o. 

On trouve que les systèmes (^ g, '^„ ^„j vérifiant ces conditions sont : 



a =: 



/o I o l\ , / I o I o\ /o I I I \ 

, b=( , C:rr 

\ioio/ \iiiiy \iooi/ 

\o I i 1/ \o 1 I 1/ \i I o 1/ 

Or, on voit que les changements de générateurs 

Ci—c, d^ — dc, ^1=1, fi-fey 

c, — c, d^ — dc, e^—f, fi — ey 

c, — c, d^ — d, c^ — ecy fv—fdy 

c, .--c, d^ — dCy e^—fdcy fi — edj 

Cj=c, d^:=idcy e^z=ieCy f^^ifedc 

ramènent a respectivement à b, c, d, e, f ; d'où un seul type 

c^—by d^—Oy e^—by ^=0. 

Supposons qu'il y ait un e^ c non normal. On sait (26) que c appartient à un g^* abé- 
lien, et que les commutateurs relatifs à c et aux autres éléments de G doivent engendrer 
tout le central. Les équations de G peuvent donc prendre la forme 

c»=i, d*=b?a^y e«=6?'a«', /*=b?'a^'; 
d-^cd = Cy e-^ce=zca, /-^c/=cby e-^de — db^a^y f-^dfz^db^'a^'y f-^ef—eb^a-. 

Les changements de générateurs déjà employés pour réduire les équations de la deu- 
xième ligne, dont aucun ne change c, peuvent être répétés ici, et ils ramènent ces équa- 
tions à la forme 

d^^cd=:Cy e-^ce=:cay f-^c/nzcby e-^de^=dby /-^d/=:dbay /~^ef—e. 

Tout e^ sera dans j^, 6, c j toujours et seulement si H^^^K^^o exige j^:^5e=£w^o, 
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c'est-k-dire si, pour tout système {xyzu) autre que (arooo), on a H^-f- Kg-h H2K2= i , ce qui 
donne 

a H- {3 -t- a(3 = a'+ (3'-+- i' (3' = a' -f- {3^ -t- a' (3" = a' P'' -+- ^3' a^ = i , 
a'(i + j3')z-p''(iH-a'') = (.3 + j3')(i+a + a') = (a + a*')((34-(3") = (a + a'+a')(iH-j3 4-^^^ 
(a'+a^)(j3'-^|30 = (a4-a'')(i + |3 + P'') = (a + a')(;3-+-(3') = (;3 4-(3'+P'0(i + 

On trouve qu'il n'y a pas de systèmes ( ^ g, g;, j vérifiant ces équations. Ainsi il existe 

toujours un ej hors de \a,b, c j, permutable ou non à c. Si cet q^ n'est pas permutable 
a c, les équations de G pourront prendre la forme 

d-^cd~.c, e-^cez=zca, f-^cf—cb, e-"" de — db^ a^ , f-^dfzj=.db^'a^\ f-'^ej=eb'*a-, 

avec les conditions nécessaires (x-f- v + (xv^^fxS'-i- S[jl'e=^ -{- S'-h ÎIS'e^c. En pre- 
nant/c^ pour/, on a/""*^/= eh^ et il faut S'^ i ; en prenant dc~^ pour rf, on a e~*rfc = db^ 
et il faut [X£_3i; en prenant alors fd* pour / on a /■"'g/=c, et l'on a vu qu'alors il 
faut }jl'_ Ji ; les équations de la deuxième ligne peuvent donc prendre la forme 

d ^cd-~ Cy e~^ce z^ca, / *c/:i=c^, e'^de^ridbj f-^df=i dba, f'^ef^=Le. 

Cherchons à exprimer qu'il n'existe pas deux e^ indépendants mod |a, 6j qui soient 
permutables, autrement dit que G n'a pas de g^o abélien principal, c'est-à-dire que l'on ne 
peut pas trouver^ =/"e'rf^c^, ^ =i f^' e"' d^' c^ tels que l'on ait ^^= g'^^- 1» ^^^ gg'^ g^ 



un déterminant au moins de 
exprimée par 



X y z u 
jc' y z' a' 



étant ^o. La permutabilité de g, g' est 



xz' — zx' -\- yu' — uy' ^ JCN — ux' -\- yz' — -y' -H/w' — it y' ^^ o, 

équations vérifiées par trente systèmes '^, ^ , 1, " ayant un déterminant au moins 

yâo. Les conditions g^=zg"^=i exigent que {x y z w), {x' y' z' u') soient deux 
systèmes de solutions de 

(xy -\- ol' u -\- X z -\- y u zi^ Py -\- '^' a -\- X u -{- y z -^ y u =: o, 

La condition cherchée est donc que ces deux équations n'aient pas deux systèmes 
de solutions formant une des trente matrices précédemment trouvées. On trouve que les 

systèmes ( « ^, j pour lesquels cette condition est remplie, sont : 



a 



V I I / V o I y' V o o /' \ o I A 

-(::> •=(;:> -C:)- 
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Les changements de générateurs 



a^ — a, 


b, by 


Cl Cy 


d-dy 


^'l -/^, 


fr-/edy 


a^rz^a, 


bi bOy 


Cl—fCy 


di . edcy 


Cl — Cy 


f-fe. 


a^ — Oy 


b^ ba. 


Cl Cy 


di _ de y 


Cl n= edy 


/l -f^(^y 


a^-Qy 


bi bOy 


Cl-. Cy 


di - dcy 


Cl^Cy 


A-fe, 


a, _ «, 


b, by 


Cy—Cy 


dl..dy 


Cl _ edy 


/i fdc 



ramènent la forme d'équations a respectivement aux formes b, d, e, f, g. Un changement 
ramenant la forme a à la forme c doit vérifier, outre les équations (1) à (6), 

(7) 0^:1. rz -^YUy o = y -\- u -+■ a-ti -h yz -hyny 

(8) ' t^~=jr'z' -h y n'y -n^y H-^/' -h^'u -hyz' -h/^/, 

(9) o = jc'z' -\-y' il" y o ^x" -h u' -H jr'u' -^r y' z' -^ y" u\ 

(10) l :^x"'z'"^y"' i^y r\ ~ y" -\- II'' -\- x'^ a'' -\- y^ z'" ^ y"" u" . 



On trouve, en essayant les différents systèmes désolations des équations (i), (7), (9), 
(2), (4), (3), (6), lesquelles déterminent complètement le changement de générateurs, 
qu'aucun de ces systèmes ne vérifie simultanément (8) et (10), Il y a donc deux types 
distincts de G, 

c''—\y d^=iby 6''=i, P^b; c^=î, d^—Oy e«~i, /»— r/, 

n*ayant aucun g.^ abéiien principal. 

Supposons maintenant que G ait un g, g abéiien principal ja, 6, c, rfj, les équations 
(le G auront la forme 

c^'—d^—\y e'-=:b?a», p—b^'a^'y 
d-^cd—c, e-^ce — cGy f~^cf—cby e-^de — db^^a^y /-^d/= db^'cûy f-^e/—eb''a^ 

avec les conditions ul -h v ^- [jlve^jjlô' -h 0(x'^!^ -h S' 4- ^o'^i. En prenant ec^ pour r, 
yir' pour /on a/"* ^= e, donc/"'*^= rfé^'a; en prenant r/c^ pour rf on a e~W/e = dù^, 
donc e^*de = dby et Ton voit comme précédemment qu'il faut (jl'^ i pour qu'il n'y ait pas 
de g32 de figure (11 1) (11); la deuxième ligne se ramène donc à 

d~^cd:=:Cy c^cez^icay f~^cf:=zcby € -"^de T=zdby f - "^ df z::^ dba y f-^ef=ze. 

Un calcul déjà plusieurs fois répété montre qu'il y a toujours des e^ hors de [a, 6, r, r/J, 
les équations de G peuvent donc se mettre sous la forme 

d~^cd — Cy e-^ce-=zca, f-^cf—cby e'^ de — db"^ a^ y f-'df—dbv-'a^y f-^eJ—eU'a-, 

(jUL-i- V -4- fJLV = |JL<Î' H- ÔjUL' = Ç -H Ô' -h W = l). 
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Le cliangement de générateurs fait dans le cas où il n'y a pas de g,e abélien principal 
ramené la deuxième ligne à la forme 

{i ^cd = Cy e-^ce = ca, /^cf—cb, e-^de^db, f-^dfzndbûy f~^€f=ze 

sans changer la forme de la première. 

Il y a quatre formes d'équations possibles, correspondant aux quatre systèmes ( a, P) 
qui sont : a = (o o), b = (o i), c = (i o), d = (ï i). Un changement de générateurs 
effectué sur la forme a et conservant la forme réduite des équations de G doit vérifier, 
outre les équations (i) à (6), 



( o = œz '{' y H = œ z' ^ y u = x" u" -h / « , 
^^^ \ o = xu^yz -^yu = x'ii'^yz'-\-y'u'~x''u'-^y''z''-{'y'u\ 

et il détermine a,, pi par 

(8) $a,-4-?'(3i = ^3'^-h/^/% r\<x,^n'^,~x'"u''-^y''z'' -^y''u\ 

(7) et (6) montrent que les seules déterminations possibles de (^x"'y"'z"'it') sont 

(looo), (0100) (0010), (0001), (iioo), (001 1), 

donnant toutes a, ^ ^^ ^= o, donc conservant la forme a. 
On voit ensuite que les changements de générateurs 

ai = ab, bi=bj Ci=:cr, d^ — dc, e^:=2fedc, f^—fd^ 

ai^=ay b^zzzbûy Ci=:Cy di-= de, e, = e, f\~^f^ 

ramènent la forme b respectivement aux formes c et d. D'où deux types de G ayant un g, 
abélien principal 

c' = d} = c^ — \, f'^b>; (;3 = o,i). 



Si (x'*-h4H'' ^^^ "^" carré, les deux premières congruences (a) sont irréductibles; 
si (x'^-i-4(J'' est carré, on peut vérifier toutes les équations (a) en prenant x^—t^y^ 
u^t^s^ /i et/i étant les deux racines de t^ — [jl7 — [xe=o. Donc l'hypothèse qu'il n'y a 
pas de g^« de figure (ii i)(ii) est vérifiée toujours et seulement si ijl'* -h /| [x est non carré. 

Faisons le changement de générateurs le plus général conservant aux dernières équa- 
tions de G la forme 

d-^cd=ic, e?-»ce=:ca, /'^c/=:cb, e-»£/e = t/^^ /-^d/z=zdb\^'a, f-^ef — e. 



FIGURE (il) (il II). 89 

les douze premières formules de la transformation générale deviennent : 

(i) o^xz' — zx -^yn' — Il y y 

(2) o = xu' — iix' -^\i-{yz' —zy') \-ii-'{yu' — iiy'), 

(3) l=xz" '— zx" -^yu' — uy\ 

(4) ri^xu' --aaf ^ ^{yz' -~ zf) ^ \i! {y u" -^uf), 

(5) 'il^xz''' —zaf ■^yu'^ — uy'^, 

(6) rî'^j^w" —ux^ -^l^{yz"'—zy'')-h iJ.'{yu'''^uy'^), 
( 7 ) ^'ij.i=x'z'—z'x^-^y'u'— u'y\ 

(8) r\'ii., = x'u''-^u'x' -\^iJ.{y'z" — z'f)^li.'{y'u''—u'f\ 

(9) J -H £>; = x'z''—z'x'^-^y'u'"—a'y"', 

(10) Y) -4- n'ii\ = x'u" — a'x''^ii{y' z"' -^ z'f) -4- /jl'(/ m"'— z//'^), 
(n) o = x' z" — z" x"" 4- y" a"— u'^y", 

(12) = 0;*'//'^— «"a:"'-!- pC/'s*" — 3''j'') + |jL'(y^//*'— a'j''^). 

Si Ton prend 

£ :=., Y) =fJl'2-\ r -.-. 

X —i, y zi=^'(2^)-S 3 = 
x' —o, y — I, :;' = 

X =0, J — O, 5 = 

JT*' ^ O, /"'zir o, 5*^ =: 

on obtient (jl', = o. Supposons donc [f.\ = pi' = o, donc [x non carré; en prenant 



0, 


V (fz'«-f-4fx)(4F)-', 


0, 


« ^z 0, 


0, 


/^' 0, 


I, 


u" 0, 


-F'(^f^)-S 


//"" I, 



V 


Yj 


S' - 0, 






ri''-fxN-', 


X 1, 


y =^-0, 


5 _ 0, 






« - - 0, 


x' — 0, 


y ^'-s 


5' 0, 






«' 0, 


.r'' 0, 


/' 0, 


="^y)' 


N 


y- '. 


m" — 0, 


j;'^ — 0, 


y":- 0, 


3" 0, 






a"— I, 



on obtient (Jii = N, non carré arbitraire. On peut donc toujours réduire [x, (jl' aux valeurs 
N.opar un changement de générateurs dans lequel on a Ç = a:= 1, Ç' = x' = ir"=: x"'= o. 
Le changement de générateurs le plus général conservant aux dernières équations de G 
la forme réduite 



^- * cd =: c, e * ce ::=.cay f-^cf^=^cb, c ^ de = db^^ /~* df = dtiy /-* t'/ = 



c 



vérifie les douze équations obtenues en faisant dans les formules (i) à (12) (x, = [x = N, 
[jl'j = [x'= o. Ces équations peuvent être simplifiées. 
Comme on ne peutavoir a^^^f^sEE^wzi^o, on ne peut avoir a;^ — Nj-^Ns'^ — w'-'f^o. 
P. lA 



.6 
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Supposons, par exemple, (a?-^ — Nj^)^o; les équations (i) et (2) résolues en 3' et a' 
donnent 

Ces valeurs portées dans les équations (7) et (8) donnent 

(7) [—^{zx'-huy)-^Y{u^' 4- ^zy)]jc' 

-h {^y{zjc'-hiiy)—'jc{ux'-hNzy)]y'-i-a:'{x^--''Sy^) z" -^ y (,x^ — \y«)ii''= N$'(x»— Ny-), 
(8) {"Sy^zx^ uy) — x{ux' '\'^zy)]x'' 



En combinant linéairement les équations (3) et (4) avec chacune des équations (7) 
et (8), on trouve 

En opérant sur les équations (i), (2), (5), (G), (9), (10), comme on vient de le faire 
sur (i), (2), (3), (/|), (7)» (8), on trouve 

^{xy--yx')^-^{xx' — ^yy)n' = fi{x^—'Sy^). 

Les trois expressions xx --^yy\ xY—yx et o?^ — Nj-^o vérifiant quatre équations 
linéaires et homogènes, il faut que tous les déterminants de 






T >/ 



ri 






f\' 



NI' 



soient =:ho. Donc, en remarquant que Ton doit avoir ^yj' — yj^'^o, on a les deux con 
ditions 

qui donnent 

tîYî'— Nçl' = o, Ne* — ri' -h N(N^'î — r)'«) - o, 

et, par suite. 



Cl) 



N=:±:i. 



On a donc entre Ç et t] les deux relations 






FIGURE (ll)(im). 91 

Comme on n'a pas Ç^ y]e^o, le cléierminanl de ces deux équations est e^o, ce qui exige 

jcx' — Ny/'= o, xy' — yœ' — ûi)N(x' — N/') = 0, 

et, par suite, 
d'où Ton conclut 

Si Ton était parti de riiypothèse Ns* — m^ ^ o, un calcul tout semblable aurait conduit 
aux mêmes résultats. 

Kn opérant respectivement sur les équations (i i), (1 2), (3), (4), (5), (6), (7), (8), 
(9), (10) comme on a fait sur les équations (1), (2), ('i), (4), (7), (8), (5), (G), (9), 
(10) on trouve 

x*'=coNy% y'"^(Mix\ z'^=îùu\ u'^~(sil^z\ 

Les conditions (i) à (12) se réduisent alors aux deux seules équations (3) et (4)» 
toutes les autres étant vérifiées; et les huit dernières formules de la transformation géné- 
rale deviennent 

(i3) ^«1 -h wtqP, =iolx -Jr ol' y -Jt-OL" z-^- ad^ Uy 

(i4) rioL, 4- coNÇ^i = (3^ H- (3'y -4- ^'' z -h P'%/, 

(i5) l(x\ -hWY)(3; = wN(aNv4-a'j?-ha''a4-a'^iN5), 

(16) ria; 4- a)NH(3;=&)N({3N/ -h P'^ -4- (3^/-f-P''N5), 

(17) loL\-^(ùri^\ =aLx''-^a!f^arz"-^oi''u\] 

(18) nad', -h coNHjS'; E- p^:'' -+- py^'^- P'^^" -H (3'^«% 

(19) ^a'; -+- wYîjS; =a)(«N/'-ha'^"-+-a"^''-f-a'"//), 

(20) noî'^-v- o)NJ[37=. w((3N7"+ {3'^"-4- (3^/+ [^''N^'^), 

Le déterminant commun des seconds membres est 

J) = w*N[(^«— 'N/»)(N3''*— «''»)4-(ar''*— Ny"*)(N5»— i/*)4-2N(^/'— /a:'')(2^^^^ 

Avant de discuter ces formules, remarquons qu'il est possible de simplifier les équa- 
tions de G. Les équations du groupe quotient G\\b\ sont en effet 

aP=\, cP=a^y dP^-a*\ eP~a^\ fi^zE^a^', \ 
d-'^cd^c e-'ce = ca, f-'c/^e, e-'de^d, f-^df=dcf, /-U'f=e) '"^^ ' '' 

G\\b\ est donc un g^/ de figure (i)(i 1 1 1) dont il existe deux types correspondant ici à 



a = o, I , a' = a'' 1= a'^ zn o. 
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Les équations de G auront donc les deux formes générales 

aP~bP—\, cPzzzb^a"^, dP—b^\ et'~b^\ fp—b^' (a = o, i), 
d^cd — cb^, c-^ce^cb'^'ay f-^c/—cb^\ e-^de—db^, f-^df=db^'a, /-»6/=e/>\ 

En prenant b^'a pour a, on peut faire X'= o. On ne peut avoir X^X'*'^o, sans quoi le 
p. p. c. m. des commutateurs c~*^"*<?^,^ parcourant G, serait d'ordre/^, donc, comme on 
Ta vu, G contiendrait un g^* défigure (i i i)(i i), contrairement à l'hypothèse, SiX"est^o, 
en prenant b*" pour 6, on peut faire A"= i. Si X" est ^o, doncX^o, en prenant /rf^~' 
pour/, on peut encore faire X"=i. En prenant /"^rf pour rf on peut faire X = o. Il 
faut (xp^o, sans quoi le p. p. c. m. des commutateurs dr^ g'^dg, g parcourant G, serait 
d'ordre p\ on peut donc, en prenant fd^^'' pour/, faire v == o. Aucun des changements 
de générateurs faits jusqu'ici ne change la valeur de a; il en est de même pour celui 
qui ramène [x ^x' aux valeurs N, o et dans lequel on a Ç = a? = i, ^' = x' — x'' =^ x'^= o. 
Les deux formes générales des équations de G sont donc, 

cP=:b^a^y dPz=zb^\ eP—b^'y fp—b^\ (a=zo>i), 
d ^cdz=iCy c-^ce^=:cay J-^cfznzcby e^ d€=:db^y f ^df^ida^ /-*g/=ze. 

Remarquons que le groupe P des puissances /?-ièmes des éléments de G est d'ordre/^ 
toujours et seulement si Ton a a = o ou hiea a = i , P'=^ ^"t^ ^"'== o. Il est facile de voir 
que, en supposant a = i, P'= p^-.^ ^^' =i o, on peut avoir a, = o, en sorte que le deuxième 
cas se ramène au premier. Faisons, en effet, dans les formules (i3)-(2o), a=î, 
a'= a"= a^'= p'= ^" = p"= o, a, == i, a', = < = %\= o, il vient 

En éliminant p,, ^\, p",, PI', on trouve la condition unique 

Yî? — N| = o, 

ou, en tenant compte des formules (3) et (4). 

On peut la vérifier en prenant par exemple x = \, y = o^ z ^ u = o = x" = y"=o, 
z" zz- p, u" =^ N, ce qui donne D = ^^ — N. Nous avons donc seulement à considérer deux 
cas : i«a=io, 2° a = i sans que Ton ait ^'eee P"== P'''=e= o. Dans le premier cas, P est 
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d'onJre^; dans le deuxième cas, d'ordre p^. H y a donc distinction complète entre les 
deux cas. 

Supposons d'abord CL = 0. On a ^,==^'^==^'',^=^1'== o toujours et seulement si Ton a 
fl^P'^=P"^=P'*=Eo; d'où un premier type 

Supposons que Ton n'ait pasp = P'= P"= P'"= o. Les formules (i3), (i5), (17), (19) 
donnent Y] ^o, et nous n'avons à nous occuper que des formules (i4)» (ï6), (18), (20), 
auxquelles il faut joindre 

Si p est ^ o, on peut faire ^, = o en prenant 

ce qui donne bien 

Soit donc p< = p = o, donc o^p'7-h P"js -+- p'^w. Si l'on a p'^o, on peut faire ^\ = o. 
Car, si Ton a ^''^^^'^e^o, on fera P, = o en prenant a7=j=:w = o, s = i, 37"= N, 
y = o, ce qui donne $ ezee — N, D e:^ — N^ ; et, si l'on n'a pas P'e= ^''^ o, on fera ^\ = o 
en prenant a;" = y = o^x= P'-*, j=: 0,5''= i, w"= o, set w solutions de P"w -h ^"'Ns^i, 
p-5^_^-i^ = o, ce qui donne S = -p'"-*, P'^D = N. Soit donc p;=P'=o, donc p" 
ou P"'^ o, en sorte que Ton a 

On peut toujours faire ^\ = o, ^^^ 1, en prenant 
ce qui donne 

i4m«, lorsque P e^/ d'ordre p, G a /^^ ^eoj" /v/?^* 

Supposons maintenant a = 1, ^', P", ^'" n'étant pas tous e^o. En faisant dans les for- 



muloî^ ^rtH V^^*^ *i * t%ot', - «* a'j - a" ~ a"- a^^o, il vient 

<Mï\t|Uollo?< Il IttUl joimiro los iWmulos ^3^ et \\\. Si ^ esl ^o, on peut faire 3, = en 
|>iviuuU .t I . ^v 5 H o» .v y -o, 5' : I , m' =1: ^, ce qui donne D = «*N (N — 5- u 
2; \ ^ Ku su|>|>osuMl ^, ^ o« on u 

Si lou t«il ,S, ,S; o il vioni 

olv ^NMMiwo \m doit *x\Mr N^'* • *'* o «n$qui>î D e>l ^^o, il fjut i'=^ i^^o. 
So|^|^^^î^^>i^^ ^r^dhtxïxt S, S' S, S' o, on a 



«s» -^ A^S»*-» ..^« 



V. ..»\.n:,,;x n.;, • ,, r»î \\ t fu i' - A, S», t v< -11 vX i-T. i»f'i : îi .rf i ^ V. t*r. ii'^taïaiii: 



«V. . >. * •• 1 «*• 



^ •• ^ ■*' *" — . ^ «^ 



V V .^. . V— Tri— r'^r-.. 
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w = — N^*', car les autres équations de condition deviennent 
or on a un système équivalent en remplaçant la première par 

d'où Ton tire, en éliminant x et y, 

N P'' ( P'» — N (3^» ) H- Xlâ''» = o, 

ce qui détermine X. On a d'ailleurs D = tj>*NP"'''^(^*-— NP'"=^). Supposons donc 
^\ z=z ^"= o, donc p'JP"'^ o, nous aurons 

et nous pourrons toujours faire P1'= if d'où un type correspondant à 



Figure (11) (11)(11). 
30. D'après les types connus de figure (ii)(ii), G aura des équations de la forme 

c^'^^Pa*, dP—b^'a^\ eP—dV-b^a^, fp—d)f-'c^'b^at\ 

d-^cd—cb''a9, e-^ ce ^ cb"' a9\ / -^cf— cb"^ a9\ 

e-^de — db^'à^y /-» df — db'^'a''', /"» e/— éd. 

Les exposants X^ [x, (ji' ont les déterminations suivantes, correspondant aux types dis- 
tincts de G I A : 

1'. ir. iir. iv. 

o o I I 

o I o I 

o I o o 







P 


> 2. 






I. 


II. 


m. 


IV. 


X' 


o 


o 


1 


1 


f^ 


o 





o 


1 


F-' 


o 


I 


o 






Les conditions d'ordre donnent 



0" ^ p ^ jJLV ^ jJLX ^ o. 
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|)ui», en retranchant désormais un accent aux lettres p, a, 

a' -h £x — jjLx' -^1 ot! -+- ex' -f- p)/ h- x^' ~ p')/ -+- x'/jl' = o, 
P' -t- ÊV — p^' z--i j3' -4- Êv' -h or)/ -H V|Jl' = or' )/ H- v' fx' = o, 

et la rondition de figure est que les déterminants de 



p p' cr d' 
X x' V v' 



ne soient pas tous l_:0. On voit que les types I, IV, l\ lll' de G| A conviennent seuls 
Si Ton pose 

^r " pe-dyc^, g' — f*''e-dy'c^\ g' g — f^é'-'d>c^'b^a^\ 
gv __ y i •, gi^çi^v c^v b^^ a^^y g^* = d^p c^'p b^p a*^Py 



on trouve par récurrence 

IJ' 



- pzx' -^-p' ux' -^A /z-^z'zu-i-ul" ) M- '^l y'" -*--'(") p 
z <7 zx' -¥- <t' ux' -h ^f\ y z -h z' z u -h u(^ ) 1^^ K ""^^ ( " ) r 



H 



^pjz 



-hp'xu -Hx/5 -hx 






K,. lff,r;-»-ff'.r« -H VV5 4- V 



'[/«+--(")])2r'*+v-'«2r2î^+v«;sr(^;)+v'««=2r*i'.'. 

1),, = fJL 3 H- £ U Zj Cp = >/ W, 



A,,--- a.r -+- a'^)* -+- y^ -h y'w (i — €)a'3« -h e'3w(x'w — xs) 

-H£ pa 5-Hp'vr« H-xj'3-+-5W4-M("M-hx'K'a-+-5(' ji 

-h£| O'^rJ H-ff'vTW -+- V >5 -h 5M -h m( ^ I -h v' V M -+- 3 ( J I , 

el Ton a gT^g'^^gg = </•■**'-"-' 6'^»"'^* a"»-". H,, K^ désignantce que deviennent H', K' quand 
on y échange les lettres accentuées et non accentuées de même nom. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
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est Je la forme 

a^—b^a^, h^—h^'aS\ c^z^d'c"- b^a'', ci^ = d'c'"b^'af'\ 
et = /' e^ dy&'b'^a'y /, = f'''e-dy'&''b"''a'\ 

tous les exposants étant </>, avec les conditions 
Examinons séparément les différents cas. 



1° />>2. 

Type I de Çj\k. 

31. Les conditions d'ordre donnent a'^P'iEEEo, et la transformation opérée sur les 
exposants par le changement de générateurs est définie par 



(') 






(2) 



P,Çh- (7, ^'= /-(p-S + P'm) -♦-^(xS -+-X'a), p, Yî 4- (7, Yi' = /-((T^ -+- u' « ) 4-5(V5 -h v'//), 

p;£-hflr;5'=r(p5'-i-p'«')-h5(x5'4-x'M'), p;YîH-(7;y)'=/-(flr5'-4-cr'«')-H5(v5'-hv'^/'), 

(3) a,? 4- ?,;'=«/-, a,r) -h P.ir/= (3/-, 



(4) 



A^, B^ désignant ce que deviennent A^, B^ quand on y accentue les lettres x, y, z, u. 
On tire de (i) 

(?V - r)^') (x,v; - v,x; ) = ^"(xv'- vx'). 

Si Ton a xv'— vx'ei^o, comme on n'a pas x^v^x'=zv'^^o, on peut toujours faire 
X, = v, = x', = o, v', = 1. Si Ton a xv'— vx'^o, on peut toujours faire x, = v', =i, 
x', = V, = o. 

32. Soit d'abord x, = x = v,=v=x'^ = x'=o, v'^ = v'=i, dot\c^'^u^o,r{i^su[^Ezu'^; 
les formules (2) deviennent : 

p, l^piï/-, p, Y) 4- (T, 5 «'* = (75 r, 
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La condition de figure exigeant que Ton n'ait pas p^T£=p'^o, on peut toujours faire 
Tune des quatre hypothèses, irréductibles l'une à Tautre 

Pl=N p; = (7i— (7; = 0. 

Soit p, = p = (7, = 0" = 0"', = 0-'= o, p', = p'r= I, donc^^r^, Yj^^a'; les formules (3) 
deviennent 

et permettent de faire toujours Tune des trois hypothèses, irréductibles l'une à l'autre : 

a, = o, ;3i — o, I ; a, = 1 , ^i — o. 

Si l'on a a, = a = p, = ^ = o, les formules (4) deviennent 

yj ru' ^ yz, y, 5 m' +- 5j 3«'^^ 5;, 

y; ru'~yz' -+- / «', y', 5 m' H- ô; z u'^=dz' -^ d' u' + e' z\ 

et donnent comme systèmes irréductibles auxquels correspondent les types distincts 
de G : 



-/_/_o, 




o, 


à'=:o, i; 




(p>^), 


7 — •/— o, 




ô i,N, 


o'. o; 




(/>>3), 


y-y'-o. 




Ôrro, I, 


ô' = o; 




(/^ 3), 


y-y'-o, 




a -I, 


3' o, i; 




(/> 3), 


y - o. •/ - 


• , 


5 O, I 


, N, ô' 


o; 


(/^ ^ 3), 


7-'. y'- 


<>. 


a, 


S' = 


o; 


(Pi 3), 


7 N / 


o, 


5 — 0, 


5'- 


i; 


(/>>3). 



Si l'on a a, = a = o, ^, = {3 = 1, donc r^zu"^^ les formules (4) deviennent 

y, «'' ^7' y\Su' -^ à^zu^^x -\- oZy 

y\zu'^~yz'-hYu', y[su' -^ à\zii'*:^jc' -h oz' -h o' u' ~{- e' z'. 

On peut toujours faire o, = o', = o; donc en supposant B^=^o = ù\ =8'=: o, y^su'^^^x, 
y\su' ^:^x' -H £'5', on voit que les systèmes irréductibles auxquels correspondent les types 
distincts de G sont 

y = o, y'=o,i; y = {i,i,i^), y' = o, (/?S3); 

les trois valeurs de y comprises dans la parenthèse fournissent le même type si 
^ est p^ r mod 3. 
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Si l'on a a, = a = ï, p, = ^ = o, donc w'^i, ^==0, les formules (^1) deviennent 

y\ r = x'4- y 3'-+- y\ S\ z = dz'-h o'-^e'z. 

On peut toujours faire y, = y\ — ^» ^^ '^^ ^yp^s distincts de G correspondent à 

d = o, (5'=:o, i; ôi=i, ...,/? — I, ô'=o; (yy>3), 

(î=:o, I, 3'=o; = — I, o'^o, i; (/?=:3). 

Soit p, = p = o, (T, = o"= I, p^ =: p'=r a'j = or' = o, donc f = u'', s^ — z'u'; les for- 
nnules (3) deviennent 

et conduisent pour a, ^ aux trois mêmes hypothèses irréductibles. 
Si Ton a a, = a = p< = p = o, les formules (4) deviennent 

y, ç, = yz, y, TO -4-3, 3«'»=zo3, 

y;^ = y5'4- y'w', y; Y) -f- Ô; 3«'*= (îc'-4- £'3'. 

Elles ont la même forme que dans le cas p = a = o, p'= i, 0'= o, a = ^ = o. Les types 
distincts de G correspondent donc aux mêmes systèmes irréductibles de valeurs de y. 

Si l'on a a, = a = o, f^^ = ^ = \ , donc s^E^r , les formules (4) deviennent 

yiH = y, ViTO + ^i /i'* = .r ~\-èz, 

y\ l^yz'-^ y' u\ y\ yj -h ^\ u^ = x' -h 3^' -+- o' «' H- e' 3'. 

On peut toujours faire o< = ô, = o et Ton voit que les types distincts de G corres- 
pondent aux trois systèmes 

y =10, y' — o, i; 7 = N y' = o. 

Si Ton a a, = a == I, p, = j3 = o, donc Ç^w'% y]^o, les formules (4) deviennent 

y^u'^^== X -^^ yZy $1 u'^ h3 5, 

y; „'î= ^^ ^ y -' + y' ,,', d\zu'^~ àz' 4" 5' «' + fi' 3'. 

On peut toujours faire y^ = Y^ = o, et Ton voit que les types distincts de G corres- 
pondent aux quatre systèmes 

3=10, ô'=:o,N; ô = i,N, 3'=o; (/?>3), 

3 = 0,1, 3'=:o; ô=— I, d'zzro, i; (/> = 3). 
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Hif'ilft f 7\ ^ ■ O, 'J, 1^ 0":= p,= p'= I, (lonC$=^ II'*, r^^ a-. Y) ^I£'(5'li' -h 5). 

I,é*n thnuulon Ci) r^onduincrit C5ncore aux trois mêmes hypothèses irréductibles sur a, ^. 
Si Ton H %t % ?i ■ ? - - ^^ '*** formules (4) deviennent 

y, u'^ yz yi u' (s 4- 5'//') -ho, 5//'*^ 5^, 

y',//'* y5' t///', y;//'(.*-+-5'«')-h3;5/i'«=55'-ho' «'-+-£' y, 

ri Ton voit que len typc^s dislincts de G correspondent à 

y y' o, a o, o'=:o, i; (p>3), 

y y' o, o, I, à'—o\ (/> = 3), 

y y' o, rî I, \, O'rro; (/>>3), 

y y— -0, (5 — r, ^ a'=:o, i; (/^^S); 

y »>• y' N Nf 5 0,1,., .,/> — », ô— o; (z' = 3), 

y I, y' o, ô o, 5=0; (p ^ 3), 

y I, y' o, ô o, ô'=(i,£»), (/,«■'); (/;>.3); 

doux vulourn do S' oomprisos dans une même parenthèse fournissent le même type 
M fh oi4t .' i mod /|. 
Si Ton a «, a o, jil, ^ m, donc s. :i, les formules (4) deviennent 

y, M* y» yi «H-v -H s'ii') 4- i» M'*=i.r -h d, 

yl M * y 3 I- y" m', yj u\!^ -h v'm) 4- ôj m* = a-' 4- 05' 4- ô'a'4- £'5'. 



Ou poul toujours fairo â, 0, — o, et les types distincts de G correspondent aux 
î^vsUmuos 

) o, y 0,1; y y\^i^i^\ y — o; i/> = 3), 

los \alouvs do Y oompnsos dans la paroulhose fournissant le même type si ^ est p^i 
Si Ton a «^ x u ,3, 3 - o, donc m -u 5-*-ii3.^o, les formules (4) 

do\ïOIUUMU 



Il 44 • 



^^^ poul Un^^nirs fairt^ y» V« *^^ ^'^ ^^"^ ^^l^^^ distincts de G correspondent aux />-r- 2 
Ss^ ; .^ : u * " - x^ ^ r r : o^ dvnu" ; ■':?* r 5 i^ 1^0. les for- 
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mules (3) deviennent 

et permettent de réduire a, ^ aux quatre systèmes irréduiîtibles 

Si Ton a a, = a = j3, = fl = o, les formules (4) deviennent 
et les types distincts de G correspondent aux ip -h 21 systèmes 

Si l'on a a, = a = o, ^, = p = r, donc r^zEzu'^^ les formules (4) deviennent 



7-0, 


/_o, 1, 


0, i,N, 


5' _ 0, 1 ; 


7-'. 


/ 0. 


0, 1, N, 


o'_o, 1; 


7-'» 


/ '. 


ô 0, 


d'_o, 1, 


7-"' 


/ N 


à i,N. 


0— 0, 1, 



y; 5* «'=7', ô;5«'*=.r'H-â'a', 



On peut toujours faire ô, = 6', = 0, et les types distincts de G correspondent aux 
systèmes 

7=0, y'—o, i; y = i, y'=o,i; (/> = 3), 

y = i, y'izzi^é*; (/> = iniod3). 

Si l'on a a, = a = I, p, = ^ = o, donc se^i, les formules (4) deviennent 

y, /• = j~ -i- y, d, w'* ^ d 

y\r^.r'-hy'a'y o[u' = d\ 

On peut toujours faire y, = y', = o, et les types distincts de G correspondent aux p -+- 3 
systèmes 



= 0, <î' =: o, I ; â 1=: I , N, Ô' r= o, I , . . . , 



p-l 



2 



Si l'on a a, - a = p, = ^ = I, donc ze^i, rj=u'^^ les formules (4) deviennent 



y, m'* E=i X + y, 5, //'- 1= cT -H 0, 

y^tt^z^a; -h y // , o , « ' == a* 4- o « , 



I02 LES GROUPES d'oRDRE /?*. 

On peut toujours faire Yi = Y, = ^; en supposant y, =y = y'^ = y' = o, donc x^^x'z^.o^ 
on a 

Ù^U '^ 0, 0, // ^ , 

et les types distincts de G correspondent aux/? -f- 3 systèmes 



= 0, 3' = o, i; 3=:i, N, 3' = o, I, ..., 



'^ 



33. Supposons maintenant x, ='x = v',=:zv' =ï^ x', = ït' = v, = v = g» donc $^=#'5, 
$' s z\ r\. is^u, ri'-JEs'u\ les formules (3) deviennent 

s'{zpi -h z'ai)=. r(pz + p'^/) -h szy s'{np\ -H '/'o-i) = r{<7z -h o"'//) -h 51/, 



t ..r 



et donnent, en résolvant et tenant compte de s'-^zu! — uz\ 

.9''pi^ ru'(pz -h p'«) — rv'((T5 H- (t'w) 4-55', 
y«cyj-_/'[(75«-h(flr'-p)^/5-p'M»], 5'»p; = r[p'M'«-+-(p -or' )//';;' -<Tij'«], 

5'*o"i z^ /• 5(173' -f- (7'«') — ru(pz' -¥ p' il') -\- ss' , 

, Les deux formes quadratiques a, cl p\ ont pour discriminant commun (p — a')-^ l\p'^\ 
on peut donc avoir p\ <t, o toujours et seulement si ( p — a')* 4- >1 p'cr est carré. 

Supposons d'abord (p — (j'Y 4- /| p'a non carré, ce qui implique ^'(j ^ o, les équations 
résolues donnent par addition 

*'(pi -^ ^'\) = '"(p -+- <7) + 25. 

Kn prenante o, u' -o, <jz -h a'w: - o, wc'^ o, on obtient p,^^o. Soit donc p, = p = o, 
donc <t'*-I- /ip'cj non carré et 

o '^ ruu'p' — rz'{ffz -*r tj' u) -\- ss'y 

s'^(7l.lzr{.<JZ^-^(7'uZ^p'ii^), 5'»p;^/-(p'w/»— (7'm'5'— (73'*), 

s'^(j[ ^ r[2^zz' — 2p' un' -^ (j'(zu' -\- uz')]; 

on prenant 5'- o, z. ii'^i, a'— 2p'a^~o, rs^i, i/p'-f-^L^o, on obtient (t',^o. 
Soit donc cj^ = cj'=: o, donc p'a non carré et 

01:^ w «' p' — 3 3' 0" ^ 5, 
s'«<r,:-/-(c73«— p'i/*), s'*p[^r{p'u'^—crz'^); 

en prenant /i_._3'__o, tl-i/'^^i, rp'i_i, on obtient p< = i . Soit donc p', = p'=i, 



donc rs non carré et 
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I o3 



en prenant u^z'^^o, a'^N^o-, sezt^i, on obtient a, ^N non carré arbitraire. Ainsi 
tous les systèmes (po-p'd') où (p — (j'y -h ^p'<J est non carré et ceux-là seulement sont 
réductibles à (oN i o). 

Supposons maintenant (p — a')*-* -h 4 p'^ carré, on peut faire p, = o; et si p', = p'=o, 
les formules résolues donnent 



d'où 



.ç''pi = r[pzu'— z'{(jz H- o-'m)] -h ssy o hh z'[{p — o*')//'— az' \y 

s'^<7\=i i\z{(jz' -^fj' a') — puz'^^-\- ss'y s'^d^^ rz\^(jz -\-{(j' — p)u]y 

m 

s'-(pi-\-(x\) = r(p -i-(j')-h 2.Ç. 



En disposant de 5 on peut faire p, = o ; soit donc p, = p = o, donc 

o = rz'((iz -hc'u) — 55'= z'{(jz'-h (j' ii)y 
s'^(i\ = r[z{(jz' -{-(j' u') -\- z\(jz 4- o"'w)], 5'*(Tj= rz[(jz -^ a'w]. 

Si Ton a a ^ o, on ne peut avoir d, 5=eo, car il faudrait pour cela 

o ^ Z {(J Z* -\- (j' II' ) = Z{(J z' -\- d' u' ) -{- z' {(J Z -^ d' u)y 

donc ou bien s'^^sa'zr^o, ou bien o-s'-h (7'i/'=3 0-5 -h a'a^^o, donc dans les deux cas 
zu' — uz'^o. Mais en prenant ^'^^^=^0, 5 i^zi, fj'u^^^ — c, iri^u, on obtient (t,^^o. 



Œ.^l. 



Si Ton a (j\ = a' = o, donc o^=^(jz''^-^s, /-(T,:^rz-(T, les conditions de figure exigeant 
cj^o, il faut 5'z^o, donc - ^ o, donc o-, ^o; en prenant ro*::^ u'^ on peut faire a, = i. 
Ainsi, tout système (po-p'a') pour lequel (p — tj' y^ -\- f\ p' (J est carré est réductible 
à (000 ï) ou à (0100), ces deux systèmes étant irréductibles Tun à l'autre. 

Soit (p,<j,p', a',) ==(pap'cj') = (oooi), donc sz=z(r-hs)u^^z'(s' '-'s)^^u\r-j--s '-'S'):e^o, 
d'où, en éliminantr, ^, s'(r5'^o), zz' :e^ au' =e^z u ^z^z' a' z^ o. Les formules (3) deviennent 

d'où, par multiplication, (^a'-f- a:;')^a, ^,^/^a^. Comme on a (zu' -h uz'y^=^s'^^ o, 
on voit que a< p, est ^o toujours et seulement si a[J est^o. Supposons ol^'^=o, on peut 
toujours faire a, = o(si Ton aa ^ o, ^^lo, on prendra a'^5^^0, — s^r^^uz' ^ o); 
soit donc a< = a = o, donc 5'5'P,E^o, ^'w'^j^^r. On a ^^^o toujours et seulement si ^ 
est^^o; si ^ est ^o, en prenant ;;'=^w ^5 ^^eo, u'=^'^, r^^zu\ on obtient ^,^^1. 
Supposons a^^o, en prenant i/^e-'£i:h5z=o, 5E^a, m'=^^, r^a^, on obtient a,^^^,^^ 1. 
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Tout Kystiîine (a^) est donc réductible à l'un des Irois systèmes irréductibles entre eux : 

(oo;, (oi), (il). 

Si Ton a (««Pi) (a|ï) =~ (oo), les formules (4) rencontrées dans Tétudc des g^* de 
llguro (i i)(i)(i i) donnent en les résolvant 

.f'»y, : yza'-^i'us'y a'* ô, -i - y'c/* -+- <Î5«, 

(H) on liro 

Itcmurquanl que le déterminant commun des deux couples de formules ayant pour 
oarrtW* est /, o, on trouve aisément les systèmes irréductibles auxquels peuvent èlro 
ramenés les systèmes (ySy'^') pour /j^ 3. Il y a d'abord 

puis, si Ton a y ^' <>• ^T' o» mais S ou y' ^o, 
si Ton a y^' ^>» w^fti* Y *^" ^ -^- ^* ^^ ^ Y^ ^ *^> 

y . r: y':-0, ^i; 

si Ton a Y^ <^ Y ^^^^ ^ -^"^ ^> ^T ^^» S ou y' ^ o, 

y â. - o, y'— I, N, ^'— i: 
y ■ o, d I» N\ y' o, o'.- 1; 

si Ton H ^Y -** ^* *'* carré» y ^ ^^» 

y o, o I, y'-- 1% o -o: 

) o» N\ y' .:N\ o: \/> 3= i mod4>: 



si Ton 91 ^^ -': o el non carré» ^- c o. 






^ Ton 4 c^' .:-- o. ^ : o. r ou c -:: o. 



• • • 



:■ -^* 



uN, ^*-:i^j / — 1, 3^11 



< l\:\ j ^ : ._£; o* c Y ^^* ^*^ prtMunt 11 .5 o. 3m . •;;•, on obtient Yi^>: ^^i* 
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donc Yi = Y =1, donc 

on en tire ou bien z^u'^o, d'où S'S'^e=i, ou h\en u^z'^^o, d'où ô^^S'^. Les sys- 
tèmes irréductibles sont donc 

si Ton a ^S'^o, Sy'^o, S ou y' ^o, les systèmes irréductibles sont 

y=:i, d = I, y'=0, 5'= I, 2, ...,/[> — I. 

SironayS'Sy'^^» on peut comme précédemment faire y^ = i, S, = i, «, • .» « * • Soit 
donc Yi = Y = ' > ^'i = S'> donc 

on en tire ou bien z ^ u'^ o, donc /^ — uz' et 

tt5 0^^ — 1, «*yj ^ — 

ou bien u^z'^o^ donc s' ^zu' et 

zu'^i, tt'»ôi=a, 5*y; = /, d'où 5,7; = ô/. 

Ainsi, pour toute valeur de S' autre que i ou — i, on doit nécessairement faire tt^5'^=o 
et Ton trouve alors comme systèmes irréductibles 

y=:i, 5 = 1, N, y'=:i, 2, . . ., /> — I, ô' i=: «, I*, . . . , i * . 

Pdur S' = dii, si Sy' ^^^ carré, on trouve pour p^i mod4 : S = i, y'= i, t'S ... t^' 
et S = N, y'= «, i% . .., f''"^; pour/?^ i mod4, la deuxième série se ramène à la première. 
Si Sy' est non carré, on trouve pour p ^ i mod4 : S = i , y' = «, «^ . . , i^~^ et S = N, 
y'= I, t*, .,.,1''"'; pour/?^i mod4, la deuxième série se ramène à la première. Ainsi on 
a comme systèmes irréductibles 

ô = i, y'r=i, 2, . . .,/> — i; ô = N, y'=:/, £*',..., f>-*; (/> = imod4); 

Ôr=::i, y'=:i, 2, . . ., p — I Ô =: N, y'zz: l, f*, . . ., i'' ' ; (/? = 3 inod/i ). 

Si Ton a (a, pi) = (a^) = (o i), on a z'^^u^eo, 5^^i, r^s'^^u! et sur les for- 
P. i4 



Io6 LES GROUPES d'oRDRE />*. 

mules ( t\) simplifiées on voit immédiatement que les systèmes irréductibles sont 



y = o, I 



O, y':=o, J, . .., /> — I, à'zzio. 



Si l'on a (a,p,) = (ap) = (i i), on a zf^Uy \£^z, zu^o. On voit sur les for- 
mules (4) qu'on peut alors, en faisant w^o et disposant de x etx\ obtenir y^^y\^o, 
Soit donc y^ = y = Y^ = Y= ^» ^^ ^ 



y(j3 — u)Si^dz-^d'Uy 5^(5 — u)d\ = Su-\-S'z, uz = Oy 



s' = z^—uK 



Remarquant que l'on en tire j'^S^o'^ ^8S', on voit aisément que les systèmes irréduc 
tibles sont, si SS' est^o 



si ôS'^o est carré. 



y:=ô = /=:0, ô'=0, I,N; 



yz=o, a = i, / = o, d'—i,î*; y = o, ôznN, y'~o, d' = i,i^; (/? = imod4), 

y = o, à = i, y' = o, S'=:i; (/> = 3moci4). 



si SS'^ o est non carré, 



(/? = ! mod4); 
(p = 3mod4)- 



Soit (p,(T,p^a^ ) = (papV) = (0100), donc s'z^sz, s'u'^rz + su, sz'^rz' + su'^o, 
d'où s'^^^o, ^E^a'^ ^'^s^a% yj^si/m', ^'^o, y'^sw^S on voit sur les formules (3) 
qui deviennent 

que tout système (ap) est réductible à l'un des trois systèmes irréductibles (00), (01), 

(10). 

Si Ton a (oL^ j}^ ) = (a P) = o, on voit sur les formules (4) qui deviennent 

z^u'yi^yz -\-y u — z' z'^Uy zuu'y^-^ zu'^èx=i8z + à' u-^z' zu^, 

z^y\^y', z{uy\^u'à\)^^\ 

que les systèmes (y^y'ô') irréductibles sont 



/ >• 



(5 = 0, I,N, y'mô'rziO, 7 = I> Ô = 0; ) 



y=ro=0, y = 0, = 0, I,i>l, y=:0=:O, '/ — m , Wl>>3) 

y'=io, o— I, y — o, 2, 3, ...,/? — 1, = 0; y' — o, 3'=i, y = i, ô = o, i,N;j 



y'—Oy 6' — o, I, y 



= 0, 



= 0, I, — i; 



y'=:i,N, o'rzi o, y = o, I, d = o, i,N; 



(P=3), 
(/>â3). 



FIGURE (il) (il) (il). 107 

Si (a, p,)=:(ap) = (o i), on voit de même que les systèmes irréductibles sont 

y = o, I, /=o, & = d'=zo; y = o, /mi, 2, ...,/> — I, $ = d'z=o; (/><3); 

7 = 0, /=:o, I, è = d' = o; y==o, I, / = — I, y = d'=i:o; (/>==3). 

Si (a, p,) = (*P) = (ïo) donc u'^z^, u^o on trouve pour système irréductibles 

y=ry' = o, d = o, I, £, i"*, i*, â' = o; y=iy'z=:o, ô = o, d'=:i, «',/*; (/>=imocii2) 
y = /=o, a = o, I, f, t*, i% 3'=io; y=:/z=o, d = o, d'=:i; fp= j; 

^ . *, / ^ ^, . ^ / 3mod4\ 

y = y'=:o, 6 = 0,1,1, 6' = o; y = Y=o, dzzio, d'z=zi,i, i»; [P— ^ .3); 

yz=/=o, a = o, i,£, d'=o; y = /=io, d = o, è'=i; l^^,mod3J' 

Soit(p|(j, p',(r',) = (p(jp'(7') = (oNio)doncN^V^ra-i-5s,^'s^rtt'-+-^5', N^V^Nrs-f-^a, 
ïu^^rz'-hsu\ d'où Nr=N(s*-N5'^) = Ni£'^-££S 5 = i/s - Ni/':?'=o, d'où enfin 
N5*-i-a*^N(Ns'^-l- a'*). En examinant séparément les trois cas seuls possibles: 
uzu'z'^o, u^z'^^o, z^u'^o, on voit que ces relations .équivalent à jsh^wm', 
u^iù^z', r^u'^ — N5'^,5'^(o(a'^ — ^z'^),s^o, (o désignant db i. Nous supprimerons 
désormais l'accent aux lettres z et u. Les formules (3), qui deviennent en résolvant 

ra,= Ma— 5(3, rPj = co((3« — - Na^s), 

montrent que tout système (a^) est réductible à Tun des deux systèmes irréductibles 
(oo), (oi). 

Si (a, p^) = (ap) = (oo) les formules (4) résolues et combinées linéairement donnent, 

en posant Y-i-S'=(p, NY'-f-ô = 'j', y — o'=o', Ny' — S = 'j'', y* -*- ^'i = ?i» •••» d*où 

Y =î(? -*"?')' ^'=î(? — ?')' Y'=^(^-^-'l'X S = i(^ — 'y), et supposant d'abord 

w(w*— N5*)*(pl = 9'w*4-2 4''«-s H-N9'5'. 

Si Ton pose yS' — Sy' = A, on voit aisément la relation 

^'t-_ N(p'*= +*— N9«-i- 4NA, 

qui avec (m^ — N5^)^A<^A donne 
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donc on a 'Y^:^=^\citr-~o toujours et seulement si Ton a '^^'efeç'^^o et île caractère quadra- 
tique de ^'^ — N^'^ est invariant. 

Soit ^'^ — Nç'* non carré, on peut en prenant o) = i, s = o, m* = ç' si <p' est carré, 
0) = I, w = o, N5^ = ç' si ç' n'est pas carré, obtenir ç',^^i. Soit donc ç', = ç'= i, donc 

ou si Ton pose u^-h^z^^t, luz^v, i^ — Ne' étant ^o et carré (condition nécessaire 
et suffisante pour que 2/ et 2 existent) 

On en tire en éliminant /^ — Nr^ puis ^' 

On vérifie, en tirant t et f^, que ces équations équivalent aux deux précédentes et 
entraînent ^^ — Nr^^o et carré, pourvu que y,^ — Nsoit non carré comme l'est ^'^ — N. 
On pourra donc toujours prendre / et t' et par suite z et u de manière que ^'^ ait une 
valeur arbitraire telle que 'l^^ — N soit non carré. Ainsi tous les systèmes (ç'^* ) ^^ 
Y^ — Nç'^ est non carré sont réductibles à l'un quelconque d'entre eux. Soit donc 
(p'j = (p' = I , ^^ = 'j»' donc 

d'où l'on tire si (o = i, c>=o, / = i, d'où xjf^o, m^^ei; et si co = — i, t^ T,, j^ > 

ç^r - T7j-£^> d'où w^?=^-r7Y33^> N5*=E -TT^?^-^. On a donc toujours v? — Ns^^o) et par 
suite (p,z?E(p, o)'j',i=^'];. Les systèmes irréductibles (ç^ç'j'') sont donc 

(p =z o, I, . . ., p — I, 4'~^> '' • • -'^ » ?'=='» 4*' arbitraire (<j^'* — N non carré). 

Soit '\'^ — Nç'^ carré, on peut faire ^\ =0; en supposant ç^ = (p'=: o donc ^'^o on a 
zu^^o, (u^ -f-N2:^)'|',^=E^', et l'on peut toujours faire ^', = i. Soit donc 'Y^ = ^'= i, on a 
M^-h Ns^^— I, ce qui exige avec zuzz=.o, :;e=^o, u^i^i, et par suite coç^^ç, ^^^^. Les 
systèmes irréductibles (ç^ç'^' ) ^^"^ donc 

9 = 0,1,...,^- > l];=:0, I, . . ., /? — I, 9'=o, 4''^^'- 

Soit ^'^Hç'^Eo, donc -^,^^',^=^0, on voit immédiatement que les systèmes irréduc- 
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tibles (<f^) sont 

Pour /? = 3, on a N= — i; en opérant comme précédemment sur les formules (4)» et 
posant y' -h S ^9, Y — S'^^, Y ^" ^'^^'» Y — ^^?'» T< "^^i^Çn •••» ^n trouve 

9, ^ 9( w* — 2*) — 4"'^> w^»!^ 9W2 + ^|;(^/* — ;3*), 

on en tire (pjH-4'î^9*4'^. 

Soit 9^+4*^^ — I, on peut toujours faire 9< = i, car, si 9^ — i, en prenant w^o 
js^^i, on obtient 9,^1, et S! 9^ = 9 = i, on a i^w* — 2* — 'j'ws, w^^^^ms h- ^'("^ — ^^); 
en prenant alors 5 ^o,M^i,oi)^4'> on obtient 4*1 ^i. Sivp^ =^];= i, onai^w^ — s^ — m«, 
(o^M^-h Ms — j5^, donc M^o, i/^^i, et par suite 2(5 + w)^o, z^^co — i, t|;'^^^|^', 
9'^^(i -4-5^)9' — z^. On voit que si 9' est ^i, on a nécessairement (f\^^i^ et que si 
9'^ — I, en prenant 5 -4- w£=o, (0 = — i, on obtient 9'^^o. Les systèmes irréductibles 
(94'9'4'') sont donc 

Soit 9^4- 4'^^!, on peut résoudre la congruence quadratique 9,^0; si 9^ = 9 = o, 
on a o^zu, (s>^^^'\f(u^ — :;^)et Ton peut toujours faire '^i^i en prenant z^o, (o^^^|^. 
Si ^, = 4^ = I on a co^w* — z'^ puis, comme u^-h z^^i, 'j>j^(w^— s^)^\ 9j^9'. On 
voit que les systèmes irréductibles (94'9''4'') sont 

<p = o, 4 = 1, (p' = o,i,— I, i\,'=0,l. 

Soit 9^^^o, donc 9^^4>^^o, on voit directement que si 9' est ^i on a nécessai- 
rement <p\^i et que si 9'^= — i on peut faire 9', =0. Si 9', =9'= i on a •y^^(s}(u^ -^ z^)'^ ; 
si 9'^ = 9'=o, on asw^o, ^[^(o^y. On voit donc que les systèmes irréductibles sont 

(p=zi\f = Oy 9'=:0, I, '^=0, I. 

Si (a^^^) = (ap) = (oi), donc 5^0, w'^co, on voit sur les formules (4) que 
les — — — systèmes irréductibles sont : 



p—i 



y = 0,I, ...,^— -— î y'=:o,I, ...,/> — !, S = S'=zo, 



IIO 
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Type IV de G|A. 

34* Les conditions d'ordre et de figure étant 

X ^ V ^ Oy a' ^ z' ^ — p, p' = v' ^ — <j, p' ^ a ^ o, p ou c ^ o, 

hPifi pouvant toujours être pris pour b et ch^ cC^ pour c^ on peut écrire les équations de G 

cP=h^a^, dP=b-\ eP=db^à^^ /'' — c^ 
d'*cd = c, e-^ce = cb, f-^cf^c, e-^de = d, f-'df=db-^ f-^ef — ed. 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme d'équations est de 
la forme indiquée précédemment (n'' 30) avec les conditions 



;', /•'"^ o, s'^z^ 



h = aaf-\-yz', k ~?^x' — y -^ oz' -^ \z - i z\ h' = o, 

et il opère sur les exposants a, ^, y, B la transformation 



k' ^ — JT, 



On peut toujours faire ^, = o, = o. En supposant ^ = ^, = S = 6, = o, on a 

a,Ç=a, a,r)=— 5', yi5=a^ + yj5, — ^ -h y,ri = — y, çz^o; 

on voit alors les trois types 



a = o, y = o, i; 



a = i 



y = o. 



2,^ p= 2. 

Type r ^« G||a|. 



35. Les conditions d'ordre et de figure sont a' ^^x, ^'x^v, x'f^v'i^o, un déterminant 
au moins de étant ^o. 

X o V o 

Le changement de générateurs conservant la forme des équations doit vérifier 



Z := I 



U^O, 



z' :=! O, u ':^ I 



S -:rz\ r j=2 0. 



= I, 
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et les relations entre les nouvelles et les anciennes valeurs des exposants sont 



III 



(0 $a,-i-5'P, = a-H5x, 
(2) $xi -+-^'v, =1/, 

(3) 



YiX, -f-Yi'v, =V, 



(4) 



lyx + i'àx -^J^ - y -i- (a -h p)œ. 


Toyi-hV^i+yv — d-h(p+<7)^ 


i/i+r^;-/+(«+p')^'+^/. 


Yîy;-Hrî'a; a'-H(p + <7')^'4-v/, 


?pl-f-$'<7, P+5X, 


Yîp, -4-Tî'<7, ^<7-i-5V, 


?p;-H$v,-p\ 


Yîp', -hYî'cj', — a'. 



(>=?) 



D'après les formules (2) et les conditions de figure, on peut toujours supposer 
x^ = X = o, V, = V = I , donc \'^ o, r{^ Ç ^ i et la condition de figure est que l'on n'ait 
pas p^p'^a'^o. Une discussion obvie montre alors que les systèmes irréductibles de 
valeurs des autres exposants sont 



a 


p 


P 


(T 


P' 


g' 


y 




à 


/ 


d' 











0,1 





I 


0, 


I 





0,1 














0,1 


I 





0, 


T 

















I 








I 










0,1 











I 





I 


0,1 






























I 



























I 


0,1 










0,1 










I 








] 


0, 


I 
















1 





I 





0, 


I 





0,1 










I 


I 





0,1 


0, 


I 
















I 


I 


I 





0, 


I 





0,1 


0. 



Type Iir de G\\a\. 

Les conditions d'ordre et de figure sont a'^x, P'^v, p^x + x', cr^v -h v', p^cr'^o, 

étant ^o. On peut donc prendre cb^aX 



un déterminant au moins de 



P o 



<T O 



X p + x V c-hv 

pour c, b^a^ pour b et, par suite, écrire les équations de G 

c« = ^P a«, d^=b'' a\ e^ = b^ oT, p = c, 
d-^cd=c, e-^ce = cb, f-^c/=c, e-^de^db'^a^, /-^df=db'*^^a*', f-'^ef=ed^ 

Le changement le plus général de générateurs conservant cette forme des équations 
de G doit vérifier 



V 

4 = ' 



|'=o, y}'=i, A = aa?', k^^x' -\-y'^ '* = i, 5 = 0, h'^xyy 



Â:'=a?'-f-(v-i- i)7> 



r =0, 



5=1 



z^ I 



a ^o, 



z ^o. 



U'^ï 
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et la transformation opérée sur les éléments restants est définie par 

(i) X, =x, X, rî-i-v, = v, 

(2) «i = «, aiYi-f-p,= (3, 

(3) -f^^cnx-^-^^ yjrî-l-ô,= (P-+-i)x- -hâ. 

Comme, d'après la condition de figure, on ne peut avoir x^o, v^i, les formules (i) 
donnent les deux systèmes irréductibles 

x=:o, v=io; x=ii, vr=o. 

Et Ton voit aisément, en supposant successivement x = v = o et x^ = x = l, v, = v=o, 
donc yj^o, que les types distincts de G correspondent aux 17 systèmes irréductibles : 

x= V ^= O, a =1 P =:: o, y^: o, I , d =: O ; 

(x = o, (3 = 1, 7 = 0, 3 = 0,1; 
a — o, (3=1, y = i, 3=0; 

«z=i, (3=o, y = o, 3=0,1; 

X = l, V:=0, « = (3 = 0, y=:0, J, iz=0\ 

a = o, (3 = 1, y, 3 = 0, i; 

a = i, p=:o, I, y = o, diz:o, I. 



igupe (11)(1)(1)(11). 

36. D'après les types connus (*) de figure (i)(i)(ij), on voit que les équations de G 
auront la forme 

aP=bP^i, cP=Lb^a^y dP=c^b^a9y eP = d^c'rb^a?y fP—c^'b'^a^', 
dr^cd = cbv-a\ e-^ce=icbV-'a^\ f-^ cf = cbv-' a^\ e-^de = db'*d*; f-^df=dc, f-^ef=ed. 

Les conditions d'ordre et de figure sont 

a = tVy (3 = Êfx^ 9 = a-£'X^ ^];^p — e'fx% y=— fi', 

£X = £V ^ X ^ fJL = )/ = |Jl' ^ O, y' ^ O, X' ou fx' pïé O, 



(') HoLDERi /oc. c(/.; DE Skuuibr, Éléments de la théorie des groupes abstraits, Chap. IV. 
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les équations de G auront donc la forme 

d-^cd = e-^ce=icy f-^ cf ^ cb^ a"^ , e^de = db'a^, f-^df=dc, f~^ef—edy 

avec les conditions ex^ev^o, aou ^^o. Un calcul direct donne 

f^è^'dr'c''f^€^drc'=f^'e'^'d'^'c^'b^'a^\ avec U'= u' -^ m, Z'=z'^ z. Y' -z'u-^y' -^y, 
'^' = ^'[''^+yu + x' + œ, ^'=.v^z'zu-^yz-^u(^'^'j^+^^z'{^^^ 

B'=.[z'zu^yz-^uQya[z'[^^^^ 

r 

on en tire par récurrence {f^é'd^c^y^ f^^^^d}^c^h^''o^^ avec 

Ue= vuy Z^= vzy \^=L vy H- ^ttlï"* t, X^=: vx + \yu + ^(")1 2^"* t -h iSM'I^-» 2^ /, 



d'où {ped^cf^)P=d^Tc^^h^fa^?, avec 

D^ = tz(\ + m), Cp = e'5(M«— i) -\- zy{i 4- a), 

en supposant a?, y, 5, u<C^p\ enfin le commutant ja, 6, c, r/j étant abélien, on aura 
(/«e'rf^c^)-*(/«'e''rf^c^)/«e*rf^c^/^e^V>V'=rf'V^"Z>'^"a"\ X\ ... s'obtenant en retran- 
chant Y', ... des expressions obtenues en y permutant les lettres accentuées et non accen- 
tuées de même nom. 

On voit que le changement e de générateurs le plus général conservant la forme des 
équations de G sera 

a,= ^^a^, b^=b-n'a^\ ^yj' — yj^' ^ o, c^ = c^b^a'r, Ç^o, d^ = d^c^b'a'y Qyâo, 

e^ ^f^e-dr&'b^af'y /j = f^' e- dV c'' b^' a^'\ zu' — uz' jà o, 
P. i5 
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et devra vérifier 

i/::o, Ç£=^«'*, e-=jz££', w^5( ) 4-.7'«', r = vis^' m' + ^tt" [-5(1/'— i) -+-/], 

En supposant c, =:c'"'* 6'' a^, d^ = d^"^c *^ Z>'ûf', e^ = ^d^(fb''a'', q, n s, t satisfaisant 
aux conditions indiquées eta;, j, z, x\ y\ s' u' étant <Cp* ^ fournit sur les exposants 
de G la transformation (T), définie par 

(i) Çît, H-Ç'v, =x5*a', T^Xi 4-Tî'V| = V2*tt', 

(a) ^«,4-$'P, = a^a'», tîa,-i-yî'(3, = p^w'», 

(3) ts — t'q -H ^pt -f- $'<7, ^ Ap, £/ — e'/'-h tîp,-h YiV, = Bp, 

(4) ^p; + r<^, = A;, „p;4.v<7;^b;, • 

A' et B' désignant ce que deviennent A^ et B^ quand on y accentue x, y, z, u. 
Discutons ces formules pour les différents valeurs de p. 



On voit sur les formules (2)* et en tenant compte de la condition de figure, qu*on peut 
toujours faire a, = o, p, = i; soit donc a, = a = o, p^ = p = i, donc 5'^o, ttj'^sm'*, les 
formules (1) qui deviennent 

fx, ^X5W', tîXjH- 5M''V,^ VZI/' 

montrent que tout système (x, v) peut être ramené à Tun des quatre 

X=:0, V=:0, I,N; X=:i, V = 0, 

qui sont irréductibles l'un à l'autre. 

Soii X, = X = V, = V = G, les formules (3) qui s'écrivent 

Çpi ~2 p5, tîpt 4- zu!^ = az 

donnent pour (p, a) les systèmes irréductibles 

p=ro, ff — 0(1,/,*»); p—iy a = o; 

los valeurs de a comprises dans la parenthèse ne fournissent qu'un système pour 
p~ .-~imod3. En prenant successivement ces différents systèmes (pt cr), les for- 
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iHuIes (4) montrent que les types distincts de G correspondent à 

p = o'=:o, p' = o, o'znO, i; pz=z(j=zO, p'=i, ff'zno; 

p = 0, (7z= (!,«,«•»), p'=:0, I, <t'=io; 

p=zi, <7=:0, p'=o, 0^=:O, I. 

5oà X, = X = o, v< = V = I , N, donc m'*^ i , les formules (3) 

^pi = p2, rîpjH- s a' (7, = 0-5 

donnent maintenant pour(p, a) les systèmes irréductibles 

p = o, (71=0, I, .. .,-^-—*; p = i, CT = 0, 

et les formules (4) donnant respectivement pour (p', a') les mêmes systèmes irréductibles 
que précédemment montrent que les types de G correspondent à 

p = (j=:0, p'=0, (y'mo, i; pzz:o-=:o, p'~l, <7'=o; 

pzziO, <7=:i, 2, ..., /> — I, p' = 0, I, <7'=:o; p=^I> 0" ^ O, p' = 0, O''=zo, 1. 

Soù x, = x = 1, v< = V = O, donc ^^zu\ yj^o, (3) s'écrit 

l/'p, = p, a'»<7|=(7, 

d'où, pour (p, (j), les systèmes irréductibles 

p = 0, <7=:o(l, /, «*); p = I, (7 = 0, I, ...,/? — 1, 

les trois valeurs de a entre parenthèses fournissent le même système si /? est ^ — i mod 3. 
En traitant (4), on trouve les types 

p=:<7 = o, p' = o, (t'izzo, i; p=:o-zz:o, p'=: i, o-'^o, i,N; 



2« /> = 3- 

Les formules (2) et (i) conduisent aux mêmes résultats que précédemment; d'ailleurs 
on a» en supposant a^ = a = o, p^ = ^ = i, 

(3) Çpi = p5 -hXZ5'M\ TQpi H->C/i'<7| == (7-2 -h 5(u'— l)-H V Zz' u' ^ 

(4) ;' |p', = p;5'-+-p'a' — X3'*f<\ rîpj-4-5a'(7'j = <75' + Vu'--5' — V5'»w'. 
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Soit x< = X = V| = V = o, donc 

^p^^pz npi-^- zu'gi^(tz-\- z(u' l), 

^p', = pz' -\- p' u\ rjp'j -{- zu'a[^. az' -h vu' — ;:', 

on peut toujours faire (J| = o, et en supposant (x^ = a = o, on a 

^p, =p5, Yip, =z(m'— l), 

ÇpJ = p^' -h p' u'y r]p[ -+- zu' <j\ = a' u- — z\ 

en prenant yj = o, a' = i , s' = <t', on peut faire a^ = o ; soit <t'^ = (t' = o, donc 

lp^=pZy tîPl=^(a'— i), 

lp\ = pz' 4- p' u', Yjp; = — z', 

si p est^o on ai/'^i, $p'^^p', yjp'^^— s' d'où les types : p'^o, i si pest^o, on peut 
faire p« = i et en supposant p, = p = i on a 

5 = 5, n^=z{u' — i), zp\=.z' -\-p' u\ z{u' — i)pi= — V, 

en éliminant 2', on trouve zp^^p', donc deux types : p = i, p' = o, 1. 
Soit X, = X = o, v< = V = f , — I , donc 

Ipi ^pZf r)pj -t- 51/' Œj ^a5 -^Z{u' l)-h V55'tt', 

5pj = p5' H- p'm', Yîp'j -h zu'(r\ =.(JZ' -\-(j' u' — z' — Mz'^u'y 

en prenant yj = o, s = a'= i, vjs' = — <t on obtient a, = o; et en supposant a, =: d = o 
on a 

5p, = p5, t3p,= 5(a' l)+ V55'l/', 

ÇpJ = pz -h p' w', Tîpi -h 5a' a', = a' a' — 5' — V5'* «'. 

Si Ton a Pi = p = p', = p'= o, donc 

u' — I -i-v5'a' = o, 5m'(7J = au' — z' — V5'*m', 

en éliminant 2\ on trouve s a^^a', donc quatre types donnés par a' = o, i. 

Si Ton a p, = p = 0, p'^o, on peut faire p', = i, et en supposant p', = p'= i donc i^ a', 
on a 

w' — I -hV5'M' = o, ri-^zu'a^^a u' — z' — V5''tf', 

et en prenant a'= i, 3'= o, yj = (j' on a cr, = o, donc deux types. 
Si l'on a p ^ o on peut faire p, = i , p' = o, et en supposant p, = p = i , p'^ = p' = o. 



donc $^s, z'^o, on a 
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tî = ^(a' — i), zu'(j[^ f^ u\ 
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d'où quatre types, donnés par 0-'= o, 1. 



3**/? = 2 (x = vzz=o). 

En prenant comme précédemment a| = a = o, Pi=:p = i, donc S'^^ o, yj'^ i , les for- 
mules (3) et (4) deviennent 

pi =9^ tîpj -i- (7, = (7 -h 7, 

Pj = p^' -h p', Yîpi H- (j'i = <TJs' -i- (7' + y, 

on peut toujours faire (j< = q\ = o, d'où les trois types : 



p=:o, p'=o, i; 



p = y 



p' = o. 



Figure (1)(111)(11). 
37. D'après les types connus (* ) de figure (i ri)(i i), G aura des équations de la forme 

aP=if bP=za^, cP=a'^\ dP=za^\ 
c-^bc = ba^, d-^bd=ba^\ e-^be — baV-, f-^bf^ba^\ d-^cdzzzcà", e-^ce=ca^, 
f-^cf=ca9\ e-^de = da^y f-^df=da^\ f-^efz=eb, eP=c^b^a\ fp=zd^c?'a-. 

^f Tt ^'f ^ ayant les déterminations suivantes, correspondant aux types distincts de G| A : 



I, II. m. IV. V. 

P 00000 (si /> est = 3) 
y o o I I I 
(3' o i o 1 o 
o o o o I 



r. ir. III'. IV'. v. 

o I o o o 

o o I I I 
o I o I o 

o o o o I 



(sip = 2), 



(') Db SéguieR) Eléments de la théorie des grouf.es abstraits, Chap. IY< 
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Les conditions d'automorpbisme, fermeture et permutabilité, donnent : 

X = X' = y V = dv = PjjL -h yp = (3' |x' + do^ = yp' -i- Pfx' + ÊfjL — a = do- 4- (3' |x -{- £fx' -h a = o. 

Les éléments normaux sont de la forme d^c^b"^, avec les conditions 

v-3 ^ vj ^[kx -^ py H- (7J3 ^ p.'^-h p' y -h o-'^^o; 

on voit alors que la condition de figure est que l'on ait v et (jl ou (jl'^o. On peut donc 
prendre d* pour a, c'est-à-dire supposer v = i et les conditions d'ordre deviennent 

X = V=y = 3 = (3|JL =P'|jl'= (3|jl' 4- £^ — a = p'^ 4. g^'^ « = o. 

Ainsi le type de G|A qui convient seul est le type I avec a^£[x^£(jL' pour /?^2, 
(pouryo = 2, il faut a^jjL'^jjL^i). 

On peut prendre ed'^c^ pour ^,/rf^c^ pour/, puis ce que devient c^'/~*c/ pour A, c'est- 
à-dire supposer p = a = p'= a'= o; les équations de G prennent alors, en changeant un 
peu les notations, la forme simplifiée : 

aP=iy bP=a^y cP=a^y dP—a^^ eP—à^y fp=ia^^ 

c-> bc = d-^ bd — b, e-^ b€= ba^, /-» bf= ba^\ 

d~^ cd =: ctty e~^ ce =/~* cf=:Cy e~* de =:f~^dfz=: dy /~* e/z= eb^ 

Si Ton pose 

{f^' e^' d^' c^ b^' f^e^d^crb^'—p' e"^' d:'' c^' V^' a^\ 
{f^e''d^crb')-^{f^'e'''d-cyb^')-^—pe''d^crb'f^'e'''d-cy'b''= ^^"a""; 
{j^e^d^cyb'')^z=:f'^we^wd'''wc^wb^wa^wy {f^e'^d^c^b^)P^=^ b^'^^ahy 

on trouve, en supposant tous les exposants </> : 

y'=s/-^ç, \]'z=u'-\'U, l'z=:z'-hz, T — y'^y, X' 1= «' P -h ^ 4- ;r, 
H' = p.a/a -hp.'or'^-h y'^ + fxafiV 4-p.p ( l+P-'"'! )> 

X'=: uv' — çu'^ VL" =1 [Lxu' -\- \l' xs^' -\' yz' -^ \Lu' uç 4-fA<^' ( \-\- [i! ui j — H', 

VtV=:«'f', \i^Z=^WUy X^^^iVZy Yw=«'.y> ^W^=HVX -\- US?lt^~^ ty 

Hw= \[i-a:U'^iiJxv-\-yz-^ii'u(^\\l^-H-^lLU^s?l^^^^ 

Ap=:(xy -^^z-^-yu-hS^-he' uç(ii'ç — iiu)-\- £[x{t -h u -h ^) -h yz -{- uç]. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de 6 
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est de la forme 



avec les conditions 

et fournit sur les exposants des équations de G, la transformation : 

( By^=OLy -^Çtz-^-yu-^àV'^t' uv{[i!v — [Lu)-\-tyZy 



i^ p impair. 

Les formules (i) jointes à la condition de figure donnent [x^ = o, \l\ = i en prenant par 
exemple i/ = pi', (; = — [jl, \lu* -\- [xV= G = Ç = i. Soit donc [jl^ = jjl = o, [x'^ = [jl'= i, il 
faut ajouter comme conditions au changement de générateurs (^^o, 6^$(^', et, en 
tenant compte des anciennes» on a 

^'ç'^n'z'-^K'y'^l'i''-^'f)''z'—t:'y' = o, 
et les formules (2) et (3) deviennent 

On voit sur les formules (2)' que l'on peut toujours faire sur a, p, y Tune des six hypo- 
thèses, irréductibles Tune a Tautre : 

a = o, P=:o, I, y = o, 1, JN, 

en ayant toujours a< == a, p< = p, Yi = y. 
Si l'on a ; a = p = y= 0, (3') qui devient ac/S^^ 8 4- e'aV montre que 

pour />> 3, G a deux types : â — o, i; 
pour /> = 3, G a un type : d =r o. 
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Si l'on a ; a = P =o; y = i, N, il vient (^'*^ i, M^,^8r'-4- (y-f- t')u\ On a donc 

pour/? > 3, les deux types : « = p = o, y = i, N, â = o; 

pour /? = 3, les trois types : a zz: j3 =: o, y = i, â=io; « = (3 = 0, y=z — i, â=ro, i. 

Dans les trois autres hypothèses, p étant ^ o, on voit que l'on peut toujours faire 5, = o, 
d*où les trois autres types (pour/?>3) 

a = o, P=^i, yrro, I,N, 3=:o. 

Les formules (i) donnent pi^ = (x', = i; les formules (2) permettent, en choisissant con- 
venablement $' et $", de faire a, = p< = o et, en supposant a, = a = p< = p = o, 
ajoutent comme conditions Ç'^yj'î^', $"^y]''î^". Les anciennes conditions deviennent 
alors : 

les quatre dernières et la troisième exigent js^j'js'^o, et les formules (3') deviennent 

c'est-à-dire : 

en prenant Mii=i^=ii, u'=:v = o: yi = y> ^i = ^> 
en prenant u^zv^zno, u'=:{>=:i: yi^à, ô| = y, 

d'où les trois types : 

y=:0, d=:o,i, yi=3=:i. 



Figure (1)(11)(111). 

38. D'après les types connus (*) des figures (11) (m), G aura des équations de la 
forme 

aP=j, bPz=a^, cP—a^\ dP=cyb?a\ €P—crb^'a^\ fp=crb^'a^\ 

c-^bc=: ba\ d-^ bd = ba\^, e-' be = ba^\ /-« bf = baH^' , 

d-^cd=cd*y e-^ce — cay\ f-^cf=cd*\ €~^de=idb, f-^df=da9, f-^ef=ec. 

{^) De Sbguibr, Éléments de la théorie des groupes abstraits, Cbap. IV. 
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Les exposants des générateurs autres que a dans les seconds membres ayant les déter- 
minations suivantes, correspondent aux types distincts de G|Â : 



(p>2). I. II. III. IV. V. VI. VII. VIII. 



y 

/ 

y' 

P' 



O 
O 
O 

o 
o 



o 
o 
I 
o 
o 



o 
o 
o 
o 
o 



o 
o 
I 
o 



o 
o 
o 
o 



o 
o 
o 
I 
I — 



o 
I 

o 
o 
I 



o 
I 
o 
o 
-1 



IX. X. 



•I 
o 
o 
o 
o 



o 

im 

o 
o 
•I 



XI. 

— I 
o 
o 
o 
I 



N 



jtm-l_, 



(m = i, ...,^-^) 



(/> = 2). r. II'. iir. IV'. v. vr. vir. viir. ix'. 



y 
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o 
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P' 


o 
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o 


1 


o 


o 


I 


y' 


o 


o 


o 
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o 


o 


I 


I 


1 


r 


o 


o 


o 


o 


I 


I 


o 


o 


o 



Les conditions d'automorphisme» fermeture et permutabilité donnent : 

X = PjjL -f- yv = j3'|x'-h // = Pfx^-i- yv''= ^' \k 4- y'v = p'fx'-f- y^v'= v -4- /x'= o, 
3 H- €jjL s pjx' -f. yv', 3 -t- £^' -H |3> H- y'v = 0, ô' -4- ev' = P^-i- / v% 5' 4- ev'-h PV' ■+" /^' = <>> 

et les éléments normaux étant de la forme c?h^ avec 



la condition de figure est qu*un déterminant au moins de 

alors que les types de G| A convenant seuls sont le type I, avec les conditions 



fX ^ II' 



soit 5^0. On voit 



le type IV, avec les conditions 



un déterminant de 



fX fX' — V 



^ X ^ V ^ V' ^ jEJL ^ fx' ^ Oy II' ^ v" ^ i' ^ O, 



EO, 



le type l\ avec les conditions 

p. 



v'= v'= -*' 



un déterminant de 



d d V 



o, 



16 
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et le type Ul\ avec les conditions 

Prenons alors d^ = dc^b^, f^ = fc^'h-^, d'où 

en déterminant ic, y, a?', y par la condition p — \^x — vr'+ [x^a?-!- v"y^o (on ne peut 
avoir (jlftz v^[x"^£v"e=o), puis prenant i^ = Z>a'^'-^^'^^ c^ = cor^*'^''^^ , on ^f^^d^f^ =d^, 
er^d^e = d^b^, f~^ef^=^ ec^\ on peut donc toujours supposer p = o. Une forme d'équa- 
tions de G commune à tous les types sera donc 

aP — i, bf'—a^, cf' — a^\ dP—b^a^, eP—cta^\ /Pz=b?'a^\ 

r-» bc — by d-^ bd rr ba\^, e-^ be — ba^\ /-» bf= baV-\ 

d-^ cd — ca"*, r-» ce — cn''\ /-* cf— ca"*' , e-» de = db, /-* ^/= dy /"> ef— c. 



En posant 



fe^'d-crh^ — g, f^ e*'' d^' c'y h'' — g ^ 

g^^' :z-z f^w e^w d^'w c^w a}^w , gp zzz c^r b^r ah. 



on trouve 



puis, par récurrence, 

Hj,,^: v'ci"'"* ( J -I- v'w ( j -h v'/i- — v,r(' -h fx';; ( J -h v' vw -h [l'xu -h vj:; -+- jjl j:-^ j lX~^i 

d'où, en faisant \r =p et en supposant les exposants <[ /?, 
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et, le commutant j a, i, cj étant abélien, Y^, X,, H, se tirent respectivement de Y', X', H' 
en permutant les lettres accentuées et non accentuées de même nom. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est 

avec les conditions : 

i^ z=,zu' -\- prriy fi ^=1 vu' -^ pn, ma -\- nà' -^ h =: }\[ — H' 

o ~ {/, o = w", o = H i — H"» (en prenant w = w"=:o), 

\uU(Zi> — (^5 ( ^ o. 

^-n^pl, y'n'=C^-^pl', ^"•n=:pl\ ^ ^ ^^^^' 

{jfj\f\ /, /', f\ rn^ m\ /i, n! désignant des entiers arbitraires) et fournit sur les exposants 
de G la transformation 

(3) ay + 3'/-h A (3 + ^«1 = A^, 0/ -H a'/' -h a'/ + ^a; = a;, ô/^-+- ô' r-h /^p" + ^a; z=: a;, 

(H", X", Y" se tirent de H', X', Y', en y remplaçant x\ /, . . . par x\ y\ ... ; H", X", Y'' 
se tirent de H', X', Y', en ajoutant un accent à toutes les lettres; A^, B^, C^, A^,, B'^, C^ 
se tirent de A^, B^, C^,, en accentuant d'abord une fois, puis deux fois, les lettres ^, j, ) 



\^ p iMPAnu 

Type I de G|A {\ — à — à' — o). 

m 

39. Comme on n'a pas (jLEz^[jt.'^[jL*'^o, on peut déterminer 5, w, {^ vérifiant u^o, 

(") v'(") 

[jLS -h (jl'm + [jl'V^i ; en prenant alors cr, =/*'e"r/*, a^=^a^, h^=^b^ar^\ c^=^c^a ^^\ 
on ^e~^b^e^=^ b^a^^ toutes les autres équations conservant la même forme; on peut donc' 
supposer (jl'= i et, en tenant compte des conditions d'ordre, écrire les équations de G (en 
sous-entendant les équations communes k tous les types) 

bP:^cP=:i, dP=:a^, eP = a^\ Jp—a^\ d'^bd—ha^, e-^be~ba, 
/~* 6/= ba~^'j d~^cd=i ca^y e~^ ce =: ca"*', f~ * cf ca^" . 



.6 



124 LES GBOUPES D ORDBE p^ 

En faisant dans les formules (i) jx", == — v^, [jl"= — v, on en tire la relation 

qui conduit à distinguer les trois cas : (xv^'-f- v" non carré, carré ou ^o. 

Soit (xv" + v^ non carré ^ donc (xv"^ o ; en prenant 5" = o, s = ç^" = r , i; et y déterminés 
par o=^v-f-v'V£^ — (xa?" + v (y -+- i^x" — ^r) -l-v"(j — ^y)^ on obtient v,^o; en sup- 
posant V4 = V = o, donc [xv'' non carré, les formules définissant complètement la transfor- 
mation sur les exposants [x et v'' sont : 

e|jLi=w'(/Z3«— v'i^«), ^'; = i/'(— ^5'î-Hv'ç^'*); 

en faisant 5'= 5"= i^ = o, w'= (X5, v'"* = Ns^ (xv"~' , 6 = (x*5*, on obtient fx,^i, v", ^N; 
en supposant [x^ = (x = i , v'j = v" = N, on a : 

o = ^^'^ — N w' = a?5' — 5j?' 4- N {^yv' — ^y ), 

Les deux équations 
donnent 

s*' ^ 0) N r, t'' ^ wz, Cl)* ^ I , 

et il reste, pour déterminer la transformation sur v' : 

(5!— Nt>«) =(5W'— V^'tt'-h55'- Nr^/), 

en déterminant z* et t^' par les deux équations 

N(i'5'— 5r') = v'5«i' — Nm', 5y~Niv'= 5»— Ni'»-*- (v'p— s)*/, 

dont le déterminant est N(3^ — Ni**), on obtient v'^^o; en supposant v', = v'= o, on a 
les formules (a) disparaissent et le? formules (3) deviennent : 

«'(5* — Nr*)a, :== as -h ae'i% 

«•(3«-.Ni-Ma;=£a3' -+-« M'-+.a'i''-h £'ii'(— 3*4- Nv»'*4-3'ii'), 
<oM (3* — Ni^^a', _ Nar -h a'3. 

La première et la troisième montrent que Ton peut toujours faire sur a, a", les deux 
hypothèses, irréductibles Tune à Taulre : a = a, = o, «''= a', = o,i. 



FIGURE (l)(ll)(lll). 125 

Dans la première hypothèse, si/?> 3, on a (z^ — N^^)a',^a', donc deux types corres- 
pondant à ol'= o,i ; sip = 3, on a z'^z — u\ ^'^^, (z^ -h ^^)(ol\ ■+■ i)^a'-i- i, d'où les 
deux types : a' ~ o, — i . 

Dans la deuxième hypothèse, qui entraîne ^^o, zu'^io, donc ^'^o, z'^z — u\ on 
^z^ol\z=ol\ d'où, pour/? ^3, les trois types : a'=o, i, N. 

Soit (xv^'-hv^ carré, en posant {^ = tz, Kf"z=zfz", t et f étant les deux racines (ici 
réelles et distinctes) de v"r*4-2v/ — [jl==o, on obtient (x,^v'',^o. En supposant 
[x^ = [jL = v", = v"=o, donc -sç'^js'V'^o, prenant s = ç>"= o, s"= <; = m'= i, 6 = v, 
^ déterminé par v^'^i — v' — v, on obtient v^^i. En supposant v< = v = i, donc 
0^M'(5i^" — (^s^), et déterminant z' et v' par les deux équations : 

dont le déterminant est z{/' — çz'\ on obtient v'^^o. En supposant v'^ = v'= o, donc 

vz' -^ zv'=. u' z — i^zv'^-h vz"), v''z^-hz'v'= u'z'y 

d'où 

{zif'— vz'')z'=.vz''^, {zv'— çz'')^^'= a' {zv' -- vz' ) -- z^^ , 

on a, d'après (3), 

u^zv' ->r {>z')<Xi=<xz -hcx'i^, //(«(^*-4- {fz'')(X,\ = ocz' -^ oc'^ v', 
u^zv'-h {fz'^)(x[^ (xz^ -i- a' u' -{- a" v' -i- b' u' {z' u' — yV — aV), 

Les deux premières, en tenant compte de zç'^z'V^o, montrent qu'on peut toujours 
faire, sur a, a", une des trois hypothèses, irréductibles Tune à l'autre : 

anro, a* = 0,1; a = <x"=:i avec ajina, a\=:a'. 

Si l'on a a, = a = a'j = a"=o et /?>3, on a (sç'"4-^2'')a', = a', donc deux types : 
a' =0,1; avec /? = 3, en prenant z = t^"=: 5'= o, v = z"=u'=i, y=0L' — i, on 
obtient a'^ = o, donc un type. 

Si l'on a a, = a = o, a" = a"=i, ce qui entraine ç^z'^^o, zu'^i, z'^o^ sf^iC — (;'', 
on a 

s?\a\ + 1) = «'(«' -h i) -h fi'(i — /) (i — «'^^'); 

on a donc, pour/?>3, les deux types : a'=o, — i; et, pour /? = 3, comme on peut 
prendre aV^ — i, i — y'^a'(a'-f- 1), ce qui donne a', -h i = o, un seul type. 

Si l'on a a, = a = a'^ = a"= i, ce qui entraine vH^zi?" — vz"^^z -+- v^^z" -^^/'^ donc, 
en tenant compte de zi^^z'W'^^o, z{/' — vz"^o. 



««' = 



V, v'^Zy u'{z-\-V)^ly {z^^i>^)z'BaV^y (^8— (;î)(;'=5— (;— .5», 
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on a 



LES GROUPES D ORDRE p^ 



(5*-l- ^*) (aj -t-i) = a' + 1 + £' v{i — /— V)* 



Pour /^>3, on a trois types a' -+-1 = 0, i, N; pour /? = 3, en prenant 5^0, 
p = i,y= a' + I, on peut faire a'^ -h i = o, donc un seul type. 
Soit \K^"+ v'^o, en déterminante et {^ par l'équation unique 

[LZ V<; ^ VZ -h V'ç' ^ O, 

on obtient [jl^^v,^o; supposons donc a^ = [jl = v, = v = o, ce qui entraîne, avec 
v"^\^o (condition de figure), ^^o, donc j^^o, 6^:;^'^, zu! yf\^^'' v"^ \ on peut faire 
v" = I, et, en supposant v"^ = v"= i, ce qui entraîne sw'e^^"*, on a 

ç'^m\=— u' z" -^ ^J u! v' ^ ç' s?" \ 

on peut déterminer s" de manière à faire v', =0; soit donc v^ =v' = o, donc o^^/ç'"' — i/'e", 
les formules (3) deviennent 

D'après les deux premières, on peut toujours faire sur a, a" Tune des quatre hypo- 
thèses, irréductibles l'une à l'autre : 

A ces quatre hypothèses correspondent les quatre formes de la troisième des for- 
mules (3) 



Donc pour /? > 3 on a les cinq types 



a = a'=:o, «' = 0,1; 



et pour/? = 3 les cinq types 

a =: a' = a' 1= o ; 



a = o, oC :=i\ 



a' = o; 



azz=i,N, a'rzro, a'=:o; 



a =:0, 



a^mi 



,n 



a —o; 



a z= 1 , a*' = a' = o ; 



a == — I, a''=:o, a = o, I. 



Comme on peut prendre a^' pour a, on peut toujours supposer [Jt.'= — v" = — S'=i 
et, en sous-entendant les équations communes à tous les types, écrire les équations 
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de G 

bP=:i, cP=a-\ dP=za*, eP=ca^\ fp—ha^\ 
d~^bd:= b^ e-^be=bay f-^bf=:by d-^cd^c, e~^ce = c, f~^c/=:ca-^. 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme des équations, et 
où l'on suppose tous les exposants </?, doit vérifier les conditions 

5 = 1, rî=:0, ^'=0, n'=.u'y 6=:u', y =: (^ = jï^ z= i'^ rz: O, 5«'^(^=I, 

h = z(^^\-^a:u', h' = ^ u' (^^\ - y i^ - u' œ\ 

et la transformation qui en résulte sur les exposants de G est définie par les seules for- 
mules (3) qui deviennent 

«1= «5% h' -h (x\ = z(y -h az') -\- a\ h'ha\ = z(y-h ol") 

et montrent que, pour /?>3, G a les trois types 

« = 0,1, N, «'=«'^=0. 



2,^ p = ii. 

Type /' 6/e G I A (P = y'=: (3'= X = o, ii'ziz v, fx = fjL'= a, v'=: v'=: ô'), 

40. Les formules (i) et (2) ajoutent comme conditions au changement de générateurs 
conservant la forme des équations de G 

= 22'+ v(2ç»'-h vz')'^i' vv'^z' z''-^v{z' v'-^ v' z") -hi' v' c'y 

et se réduisent à 

d| -4- a^ = 3' Vy s; = iz' = 8' t>% vi = V 4- a^^'' -h 8' vs/'. 

Si Ton a S^S'^o, donc S,^S',^o, v,^v^i (condition de figure), il faut 
js'^(^'^(a?4-7)i^'-f-(x"4-y)(^^o, et les formules (3) deviennent 

OL^^OLZ-^- XV -\- yZy a\^a'y a\^az' -^ x'^v" -{- y" z". 

En prenant, par exemple, z^=ç"=Oy s"=^=i, a: = o, od' ^=^y" =^%y on obtient 
a,^a"^o, donc deux types : a = a"= o, a'= o, i. 

Si Ton a S ou S"^o, en prenant 5'=t''=:o, S = (^'', S'=z", Sz-hSV^i, on obtient 
S^^i, S'^^o; en supposant S^ = S = i, S'^ = S'= o, donc v,:^v^i, on a 

J5 = ('*'= I, ;5'= «'= f^'=o, x-hy -h (x''-\-y')ç -hx'^o, 



ia8 LES GROCPES n*ORDRE />*. 

et les formules {3) deviennent 

a, HZ a -h «'r -h »rr -+-y, a', = a', a", = a'+y'. 

Kn prenant i» = o, r = «» v''= «% ar = o, x'=: ot, on obtient a,^at',^o, d'où les deux 
types : a = a" = o, a' = o, I . 



Tout changement de générateurs conservant la forme des équationsnle G doit vérifier, 
outre les conditions générales, les conditions suivantes, tirées des formules (i) et (2) : 



3 =^ o'^ I, %*:= 5'== r ^a. 



et les conditions générales deviennent 

et les formules i^^^'i sont 

OU |veut doue to\ijour$ faire a %^ %\ o, dVù un seul type. 



Fi«M# 1 11\1 u 



il. IVupr^ les t> jvs xvattu:^ y* Kle ^,' de tJ^mv ^ v i i i . les ei^iiAt-^as de G si>iit de 
b tortue 

• », »»•» «^ 
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pondant aux types distincts de G | j Aj) : 

I. II. III. IV. V. VI. VII. yill. IX. X. XI. XII. xui. xiv. xv. xvi. XVII. XVIII. XIX. (jo > 3 ). 
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r. ir. iir. iv. \\ vr. vu*. (/?=2). 
d' 0000000 

OL 

X 

a! 
V 

Les* conditions d'automorphisme, fermeture, permutabiiité résultent de l'adjonction 
successive de rf, ^, / donnent 

fx = v = K^o, (3^£T, ta -h 9^ = 0, et' = (3 V 4- ej3, cpcr'-f- £t = t', 
(p'X-+-T'a = y-+-€p-h£'T, T'a'-t-cp'X'^o, e(P-+-^j>') -f- £' <p' cr' 4- ra' -h <p' V -h y = o, 

et pour que G soit de la figure voulue, c'est-à-dire n'ait pas d'éléments normaux hors de 
j«|, il faut et il suffit que l'on ait tç' — Ç't'^ o. 

Les types admissibles de G||Âj et les formes particulières correspondantes des condi- 
tions d'ordre et de figure sont 

I y = t' = o, r(p' ^ o, 

VI, VII 9 = 7^=0 9'=Hys — «' T^O, («'ir:i,N), 

X j3'=y = o, 9 = t', T9' — t'^^o, 

XIII j3' = y = 9' = o, 9 = 7^^0, 

XIV 9 = j3'=T'=o, 9' = yE= — NtMo, 
XVII P'=9' = 7 = o, y = 9=ET'^o, 

XVm, XIX Tsp'E=o, 9' = — «V, 9 = ysT'^o, (a'r=i, N), 

P. 17 



l3o LES GROUPES d'oRDRE p^ 



et 



ir 



y= — T, t' = o, t9'^o. 



V v = m=.' 



y = 9 = t' = o, T = 9' ^ o. 



vir 

IX' 



9 = t'=o, — 9'=y = T^o, 

Cp'=T = 0, —9 = 7 = 1^^0, 

Xlir (3' ^ 9 = t' = y ^ o, 9' = T ^ o, 

XV' P'^9 = t'=o, y = 9' = — ^Tpeio, 



r 



y = i, ^' = 0, 9+9' = i, P = t = t'=i, 
y = i, 9'=o, a;'=9=i, j3 = r = T'=ï, 
VF y = o, 9'=i, vp'^o, (3 = r = T'=i. 

Une forme des équations de G commune à tous les types sera donc 

aP — iy bP:=a^, cP=:a^\ dP=b^a^, eP—c^h^cfi, fPz=ic^'b^'a^\ 

c-^bc=d-^bd=b, e-^be^bà', f-^bf^ba^, 
d-^cd—Cy e-^ce = ca9, y-^c/z=zca9\ e-^de — db, f-^df^dc'^'b^a^', f-^ef^ed. 

Nous sous-enlendrons désormais toujours les équations communes à tous les types • 
Si l'on pose/*'e"'rf^'c'^6^/«'e"rf^c^6^=/^>^'(/^'c^'é^'a^', le calcul donne 

\^=V-\-ç\ U'-^M-h«', Z'=r«'r-h5'-h5, Y'=(7'rtt'/^^W5'^l4-/ + 7, 

H'=(9a'H-6)("')(^)+v}.'c.'(^^) + Ti^('Q + (9'cr'+£)«'(^^ 



'x' V'\-t{ \{ll' \f'>rz') + (90-' -h £)««'( J-+-(90''H-Ê)-3'i>H-97'«-4-TWP( J -^-Tx' u. 



Cette formule donne directement pour p = 2 (en supposant que les exposants soient 6 
ou i), 

et si l'on pose pour p^'i {f''€^d'^(fb^Y=P^^e^^^d'^wc^^b^wd^w^ on en tire par récur- 
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rence 

-^Wui \-\-^' zv -\'Tzl \ -{-^'d' zl j -f-^yw -h (p'yt' + T^w + r'^r-h 9'<t'm( 5 j 2*J'~*f 

puis, si Ton pose {f''ef^d'c^b^y= c^rb^ra^f^ on a 

Le commutant étant abélien, on aura 

Z", ... désignant ce que deviennent respectivement Z', ... quand on permute chaque lettre 
accentuée avec la lettre non accentuée du même nom. 

On voit enfin que le changement de générateurs le plus général conservant la forme 
des équations de G aura dans tous les cas la forme 

Cj ■=. y e^ a*' ty b^ a' y f^ =^/ ^ "' ^^ ^ ^ > 

avec les conditions 

r = i/w'(^' — r)-<--"' — "-'-H*^'( ") — <'(" \-\'Z{zv' — vz'), 0£ = (3'Y)-f-e, eY) = o, £^ = £Ç = £, 

£ iir ^ o, otrf] 4- Xyî' ^ i/X h- cX' -+- £' (j' nv-, «ç -h X^' ^ ua, H- roc' — £' a* r, 

eaV'=o, a'Yî-+-X'V=a'X-h(''X'-f-£'(7'«'r'S «'^ + X'^'= a'a +(>'«' — £' m'» v^'. 



l32 LES GROUPES D ORDRE j9*. 

Et la transformation (T) des exposants des équations de G qui en résulte est 

09,z^$'(Ta4-T'f)-hr/(9w-h9V), 09; = ^'(T«'4-T'('') + r/(9w'-h9'^'), 

^Vi'4-eA4-Ô^;-4^'Ç/H-r(T£^'4-T'/4-5(9i^'4-9'('')4-9</ÇaV4-TÇ^"'W 

ah 4-XA'+ ô(îi== Ap-h£(9jM + ^' yv -^ '^' ^v)y 
od h-\-Vh' -¥ eè\ = h!p^ t{Q^y' u' ^ Qf' y v' -\- ^' z' ç') 

(A' désignant ce que devient Ap quand on y accentue a?, j, z, u). 



Premier cas : p^5. 
Type / de G\\a\ {(j'=ot = lz=za' = V = yz=zr'z=zo, xf^'^ào). 

42. Comme on peut prendre a*^ pour a, puis d^"" pour c, on peut toujours supposer 
Tfi= ç'= i; et comme on peut ensuite prendre cb^ pour c, on peut toujours supposer 
f =^ o; nous écrirons donc les équations de G» 

cP=a^\ eP=a^y fp = a^'y e-^be = ba, f-^bf=h, 

La transformation (T) est ici (les coefficients étant arbitraires) 

Si p' est :>^o, on peut faire p, = i ; en supposant p'^ = P'=i, donc m ^t^, on peut 
toujours faire 8, = S', = o, et vp'^ =o toujours et seulement si ^'^=o, ^\ = i si ^'estp^o; 
donc doux types caractérisés par 

(3' = i, ^'=zo,i, d = d' = o. 
Si P' est o, on a nécessairement ^\^o; les formules 

montrent que les types distincts de G correspondent à 

i Tzi, o — o,ui,i^/*, 1* si /> ^ I uiod4\ d' = o; 
i - o,i, ô — o. (î' = o,i,(^/, I** si />= I modS). 
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Types VI et Vil de G \\a\ (o-'zno, a=o, X=:i, a'=:i,N, X' = o, 9zi:t'=:o, cp' = y=:— a', r^o). 

Comme on peut prendre à^ pour a, puis ca^ pour c, on peut toujours supposer t = i , 
S = o; nous écrirons donc les équations de G, 

cP = aP', dP = a-«', eP = c, /^ = b'^'a^\ e-^ be — ba, 
J-'bf^b, e-'ce^c, f~^cf=ca-^\ f-^dj^da^'. 

La transformation (T) est ici 



^\ = ^' •, i^' (3; = (3', hcx'-^ui/ a; = t>' ô' — «' 5' + p'/, 



avec les conditions 



'i 



h^ru-h^'uvif^ -h - v'{ii — i)^ «'=1, ï^' arbitraire ^ o, r = — w^'-hi^M j, ^' arbitraire. 

Si P' est ^o, on peut faire i^[ = i; en supposant p^ = P'= i, donc i''= i, on peut 
toujours faire B\ = o et Ton a ^\ = ^\ donc 2/? types 

a'=:i,N, P'=i, d'=zo, ^'=0, I, ...,/? — I. 

Si P' est ^o, on a nécessairement ^\^o. Si alors ^' est ^o, on peut faire ^[ = i; 
en supposant ^\^^^'=i, on a ^'^i et, en éliminant h et r, mS',^S' — a'(tt — i) + i/p, 
on peut donc faire S^ = o. Si ^' est ^o, on a nécessairement 4'',^o et, en éliminant r 
et À, w(a'+ S',)^a'4- S', d'où/? H- 3 types 

a'=:i,N, 13'=:o, ^' = 1, 3'-ha'=o, 1, .. .,^^^. 



7>/>e AT de G\\a\ ((t'=i, a = X = a' = X'=i:o, P'=:yz=:o, 9=t', 79' — t'^^o). 

Comme on peut prendre cà^ pour c et, si t' est ^o, a^ pour a, si t' est^o, /e^"V 
pour/, c6^"*a^(^ ] pour c, on peut toujours supposer i|/'= o, t'= i; les équations de G 
seront donc 

cP=:dP=i, eP=a^, fPz=:a^\ e-^be^boT, 

/-* bf = 6a, e-^ce=: ca, /-* c/ = ca9\ f-^df=: de. 
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La transformation (T) devient, en tenant compte des conditions, 
avec 6^C(<'tt'-httt''-»- twm'h- 9'w'), et l'on en tire 

9'(i-T,(p;) = ç*(i-T9'). 

La condition de figure est i — tç'^ o. Soit d'abord i — tç' non carré, en prenant a = o, 
i' = m'= I, f^== ç'""* (?'-" 0'^" obtient T,^i; en supposant t^^t^t, donc i — ç'non 
carré, et posant 

M-ht^ = «', M'-Hi»'=WP^, 1 — 9' =9*', 1 — 9', = 9*, 

on a 

N étant un non-carré arbitraire, en prenant 

1 1 

(^ = 0, i;' = i^P^ == w, w«=:(9'N-*)', si (9*'N-^*)' est carré, 

iv=:o, v'=v, «'' = 9*'^, 9''(>»=:(9''N"*)*, si (9'N-*)* est non carré, 

on obtient ç* = N, donc <f\ = i — N. En supposant ç', = ç' = i — N on a, en désignant ± i 
para), 

a)((v«— Nr*)*(î, 3H (cv — 1^)5 -h rô', w(«'»— Nt/«)«d; = («r — i') (i — Nco) 3 H- ((^ -h ww^*'- 

On voit alors qu'il y a deux (ou quatre si /?^:iimod3) t3'pes distincts, caractérisés 

par S = o, S'=o, I, (i, /^). 

Soù maintenant j — tç' carré. On peut faire t, = o; en supposant t, = t = o et prenant 
p = o, w'=-- — î?'<''» î[— :m>', 6 =:îî% on obtient ç'^ = o; en supposant tp', = ©' = 0, on a 

Si SS' est =^ o, en prenant «; = a' = o, r' = S, a == 8^* on obtient S, = i ; en supposant 
S, = S = I el essayant successivement les doux hypothèses seules possibles : i>^u'^=o 
et u r L-:0, on voit que Ton a un (ou trois si p--~\ mod3) types de G, caractérisés par- 
S = i,&' = i,(i,i*). 

Si SS' est o et S rA o, en prenant w = v' = o, on a 0, = o ; en supposant 0, = S = o, 
on voit immédiatement qu'il y a deux types caractérisés par = o, 0'= o, i. 
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Type XIII de G| jat (cr'=:i, a = X=ra'=o, X'=i, p' = y = cp' = o, cpiziT'^o). 

Comme on peut prendre d^ pour a, ptiis ca''^ pour c, on peut toujours supposer t'= i, 
^|;'= o, et les équations de G seront 

cP=dP=\, eP=a^, fp=ica^\ e-^he=ba^y f-^bf^bay e-^ce = cay f-^cf=c, /-^d/=dc 

■ 

et la transformation (T) devient ici 

T, = TM*, r'di = 3, — z'-h j(i — j'')-hd'i = (/ô', avec uç' = i. 

On voit immédiatement qu'il y a /> -+- 3 types caractérisés par 

T=:0, 3=0,1, d^=0; T=:i,N, â = O, I , . . . , ^- > d' =^ Q. 



Type JlIV de G\\a\ {& — iy (X — o, X^i, a'=N, X'=:o, [3' = cp = t' = o, (p' = y- — Nt^o). 

Comme on peut prendre ca^ pour c, a^ pour a, on peut toujours supposer t = i, 
i|/'= o et écrire les équations de G 

c^=i, dPzzza-^y ePzz^cc^y fp^b^a^\ e-^be = bay 
f-^bf=by e-'ce = Cy f-^c/=car^y f-^df=dc. 

En tenant compte des conditions imposées au changement de générateurs la transfor- 
mation (T) sur les exposants S, S' est ici : 

avec C^^a^— Nc^^i. L'élimination de n, (^ donne 

(ô; + N)»— N(at— N)»=(ô'-hN)»-N(d-N)«. 



Ainsi deux systèmes (o,o') fournissent le môme type de G toujours et seulement s'ils font 
prendre la même valeur à Texpression (S' -f N)^ — N(S — N)^ ; il y a donc p types corres- 
pondant à 

(ô'-hN)2— N(5-N)*=:o, I, ...,/? — I. 



l36 LES GROUPES d'oRDRE p^ 



Type ATVIl deG\\a\ ((t^^i, a=V = i, X=:a' = o, (3' = cp' = t = o, y = 9=T'^o). • 

Comme on peut prendre càV pour c, à^ pour a, on peut toujours supposer t' = i , ^' = o 
et écrire les équations de G 

cP = if dP=ia, eP=:ba^y /P = ccfi', e-*6e=6, 
f-^b/=:ba, e-^ce = ca, f-^c/=:c, J-^dfz^dc 

et la transformation (T) sur S, S' devient, en tenant compte des conditions, 
d'où les deux types 0=0,— j; S' = o. 

Types XVIU et XIX de G||a j ((t'=ï, a = V=i, X=:o, a'=i,N, r = j3' = o, 

(p' = — aV, (p = y ^it'^o). 

Comme on peut prendre cc^ pour c, a^ pour a, on pourra toujours supposer ^j/'= o, 
x' = I et écrire les équations de G 

cPz=i\, dP=a, eP=iba^, fp=cb*'a^\ e~^be=:b, 
/"' bf =z ba, e"^ ce = ca^ /~* cf = ca~^\ /-* ûÇ/" := de y 

et la transformation (T) sur S, S' devient, en tenant compte des conditions 

di + |=a(3-+-|), a*^i, ô;=a3'-H(2-HMa')3'-4-a'5H-(i — «)(«' — i), 

d'où/?+ I types, correspondant à 

Ô4- - =0, I, . . ., ^î , 5' = o, a'=:i,N. 

22 



Deuxième cas : /? = 3. 

Type ir de Q\\a\ (c7' = o, a = X=Vz=:o, a'=i, y=— t, t'zzio, rç'^o), 

43. Comme on peut prendre à^ pour a, c^'"* pour c, puis ci"^ pour c, on peut toujours 
supposer t = ç' = i , ç = o, et écrire les équations de G 

c»=aP', r/»=a-», e»=:a8, p—ba^\ e-^be=ba, 
/'^b/=by e-'ce — c, f-'^cf—ca, f-^df=dà^'; 
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la transformation (T) devient, en tenant compte des conditions, 
On voit facilement qu'il y a cinq types correspondant à 



Comme on peut prendre cc^ pour c, cC pour a, on peut supposer S = o, t = i et écrire 
les équations de G 

c' = aP', t/* = f , e' = c, /' = «^ > e~^be =:. ba, 
f-^bfz=by c-'ce=ie, f-^cf=ca, f-^df^da^'; 

la transformation (T) devient, en tenant compte des conditions, 
On voit facilement qu'il y a sept types correspondant à 



7>/>e Vir deG\\a\ ((r' = o, a = X'=o,X=zi, a' = — i, 9 = 7' — o, — 9'=yz=T^o). 

Comme on peut prendre ca^ pour c, a^ pour «, on peut supposer 2 = o, t = i et écrire 
les équations de G 

c» = aP', d^ = a, e^—c, p=b-'a^\ e-'be=zba, f-^bf—b, 

e~*ce=:e, f-^cf=ca~^^ e-^df:=^da^\ 

La transformation (T) devient en tenant compte des conditions 
et Ton voit qu'il y a six lypes correspondant a 

v|;'=(3'=0, ô'=:o, i; 4;'=.0, (3'=I, 3' = o; f=:i, ;3' = 0, 1,-1, 3'z=o. 

p. 18 
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Type LY^ de (j\\a\ ( o-' = o, a =: X' =i i , X == a' m o, 9' = t := o, — 9 = y = t' ^ o). 

Comme on peut prendre à^' pour a, puis db'^ pourrf, fd'^ pour/, puis ca^ pour c, 
c:/~^ pour e, on peut supposer t'=: i, '4;'= S = o'= o, et écrire les équations de G 

c^ =z a?' y d^ z=: «, <?' = by /'= c> ^~* ^^ =z by f-^bf ^=^ ba, 

e-^ce — ca-^, /'^c/=iCy f-^d/=d; 

(T) donne ^^^- zu^\ w^o, d'où deux types correspondant à ^'= o, i. 

Type A HT deG\\a\ (a'=: i, « = o, X — î, a' = — i, >':=: o, (3'= = t'= y = o, 9'== t ^ o). 

Comme on peut prendre à^ pour a, puis çà^ pour c, on peut supposer t = i, 4'== ^ c'^ 
écrire les équations de G 

c»=:r/»=zi, 6?'z=cYz^, p=b-^a^\ e-^bc—ba, f^bf.— by 

e'^ce^=r.c, f ^c/:=cay f-^dfzndc. 

Les conditions du changement de générateurs donnent entre autres 

OU bien (comme on le vérifie dans les trois hypothèses seules possibles : wm'w'^o, 

Lu Iranstbrmation (l) devient en tenant compte de toutes les conditions 

0(0, 4-1) = //(ô-i-i)4- r(o'-~ i) -i- wr (MH-i)-h u{uz — Ovz), 

Or, on |)renant i/ = o, (;=iO = i, S -f- t -+- lî'nr-io, on obtient 0, = 1; en supposant 
l\ = S'= I et prenant ^ = o, /^= = i, S -h i -h :? = o, on obtient 0, = — i. Il n'y a donc 
qu'un seul type pour G. D'ailleurs en éliminant uz — Or^' on obtient 

équation vérifiée par v 10 si 5'— i est ^^o et par ô = i, r = ô'— i, w = i, si S'— i 
est ^o; on pourra donc, toujours en choisissant convenablement u et Vy déterminer 
uz — Oç':;' de manière à donner à 6, S' des valeurs arbitraires. 
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TypeJtIV'cieG\\a\ (a' = i, a = X = «' = )/ = 0, (3' =z o, — y =: 9' = t, 9 = 7', t»- t'«^ o). 

Comme on peut prendre cà^ pour c, on peut supposer vp' = o et écrire les équations de G 

g-* ce = crt"^, f-^cf'=. cà}y f-^df=i de ; 

en tenant compte des conditions, la transformation (T) devient 

On en tire MM'E^t^i^'^no, aç'' -h w'^o, ô(w^'-i- ç'w')o,S, = oS'. 

Soit d'abord 'z'^i^^zEo; si SS'est^o, en prenant m' = <; = o, m = S', (''^ S, on obtient 
S| = S', = I, d'où deux types 

Si SS' est^o, on peut, si S est ^o, faire S, = oen prenant i/ = (;'= o; en supposant 
S< = S = o, donc OE=iE:(^ô\ ôS^E^f^'S', on voit qu'il y a quatre types : 

5oi/T'^o, on peut faire t'^ = i; en supposant t', =it'= i, donc wi^'-i- «^a'^i, on trouve 
qu'il y a douze types : 

Tmo, I, — I, t' = i, â=:i, ô'=i, — i; T = o, I — I, t' = i, à = O, 0' ru 0,1. 



TypeArV deG\\a\ (a'=i, a = >.z=X':=:o, «' = — i, (ii'z= 9 = t'i^ o, y = 9^:11:— t ^ o). 

Comme on peut prendre cà^ pour c, a^ pour a, on peut supposer ^'=0, t = i, et 
écrire les équations de G 

c»=ri, d^^a'\ e'=:a8, /*=^^ «a^', e-'be=ba, f-'bf=b, 

la transformation (T) devient en tenant compte des conditions, 
d'où quatre types § = 0,1, 0' = o, i . 
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.t .j 



Troisième cas. — /> = 2 (a'= o, p = t = t'= i). 

Type r deG\ \a\ (a =:X = «'= V = o, y = i, 4^'=r o, 9 -h <p' = i), 

44. G a (les équations de la forme 

c» = aP', d}=ba, e^=a^, /^=a^, e-^be=f''b/=ba, 

e-^ce = ca9, f-^cf=ca9', /-^d/=db 

et la transformation (T) est, en tenant compte des conditions, 

dj = M3H-f'3'-f-5-t-j3'y + 9/w4-9'y<', ôi = «'â-l-r'3'+5' + [3'7'-|-9///'-h9'y ç^'. "" "~ ' 

On peut toujours faire ç, = o, donc 9, = 1; soit ç, = <p = o, ^\ = 9'= i, donc o^Ç' + f», 
I r.3 5' -H «^ ; en prenant i' = $' = p', t;' = P' -h i , on a P', = o, et comme on peut toujours 
faire 8^ = 8\ = o, G n'a qu'un type : 

Type V deG\\a\ (a=:A = a' = o, V=zi,y = i, 9'=:o, ^'= 9 = 1). 

Les équations de G ont la forme 

c«=«P', d^=ba, e»=a^ f'—ca^\ e-^be—f-''bf=ba, 

e-^ce=zca, f-^c/^^c, f-^d/=:dba 

et la transformation (T) est, en tenant compte des conditions, 
donc deux types : P' = o, i , S = S' = o. 



Les équations de G ont la forme 

c»=flP', d*=b, e'=:ca^ p = cba^\ e-^be -f~'bfz=zba, 

e-*ce=:c, f-^cfz=icay f-^dfz=:db. 
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SiP'=i, en prenant c, = cA, ^i =/, /< = e, on a e^ = i, les autres équations ne 
changeant pas; on peut donc toujours supposer p'= o. 

Si 8'= I, en prenant /i =/<?, on a// = ce, les autres équations ne changeant pas; on 
peut donc toujours supposer 8'= o. 

Enfin, en prenant c< = ca^, on a ^^ = c^ ; on peut donc toujours supposer 8 = o et il n'y 
a pour G qu'un type : 



C'=I 



Figure (1)(1)(11)(11). 



45. D'après les types connus (*)defigure (i)(ii)(i i), G aura des équations de la forme 



c~* bc = ba^y d~^bd zr 6a^', 
e-* ce = cb^ a?, /-* cf = m?', 



e-^be = bà9, f-^b/=ba9\ d-^cd = cà^, 
e-' de z=z db^^ a^, /* df = db, /"* e/ = éd. 



Les conditions d'automorphisme, fermeture, permutabilité, donnent (y désignant un 
entier arbitraire) 



ewvp' 



jJLVp' = £Ci)|JL ^ fiCOp' y -h 4^1^ 



^'. 



p = Ê&)p', (3' = — ew, x = — ewp'; 
= Pp' = a' 4- ê4» — yp' = o, £ ( I — w ) 4- v^' =jp ; 



pour /? = 5 : 



Les exposants des générateurs autres que a ont les déterminations suivantes correspon- 
dant aux divers types de G | A : 

/JL |jl' j3 j3' y y' V w 

I, J 1 o I 

■ 

II, o o o o 

III, o o o o 

IV, o o o o 

V, o o o o 
VI; o o I o 



o 


o — I 


o 


o I 


o 


f I 


I 


o I 


N 


o I 


o 


o I 



(*) Dk Séguier, Théorie des groupes abstraits , Chap. IV. 
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o 


o 


— I 
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r. 
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1> 
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iir. 
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I o 
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I o 



LoH ooutlition» trordro exoluenl les types I el \'\ dans les types III, IV, V, VI, II', IIF, 
V I \\\ r, ll\ IY\ h est normal; il n y a donc à convenir que : 

U^s Upoii IK II * avec « . o» s'js* o; 

lo l\po IN avoo ot — 2 >- o; 

le t>pe lll' a\eo ot i 9, 9 — o. 



5 i=r I 



U eî^t i^lus ^iiu|Ue de sè^v^rt^r coiupl^tenient ces trois cas- 
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on a 

8;,=: £/^**, A;,= «y -h ÔM + ô'^'4- Ê'[wr(<' — i ) -h zi'^-^yuv^. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est 

eyzz-.pe''d-crh''a^y f^z=zf^'e'''d-cy'b''à', 

avec les conditions (y désignant un entier arbitraire) 
et il en résulte sur a, S, S' une transformation définie par 

uv' a, E- a, (/»a, ~ ô, //(''* â; = ôm' 4- âV 4- ê' z\ e' w' :ee o. 

Si/? est ^5, il y a huit (si/? est ^^i mod 3) ou quatre (si/? est ^ i mod 3) types 

az=:0,I, 6 =:: o, Ô'=:0,i; a = O, I , ô = ( I , /, £*'), Ô' =: O. 

Si /; = 3, il y a les quatre types 

ô'=io, drzo, I, a = o, I. 



7y/>e /r de G|A, (/?r3 3). 

Les mêmes transformations que dans le cas précédent permettent de ramener les équa- 
tions de G à la forme 

a^=ib''—\, c^—a'', d^=a \ e^=ib-^a^, P=a^\ 

c~^ bc'=i d~^ bd -^ e~* be =: b, 
f-^bfz=i btty d ^cd =^ ca, e-^ce = c6, f-^c/=p c, e"*^/e — d, f-^df-m dby f ^efz=. ed; 
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on a donc les mêmes formules pour ^ g^ ë~^S^^S8' ^^ S"^^ ^^ '^" ^" ''^®> P^^r ^ = 3, 
^' = i"'a^' avec 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
est de même forme que dans le cas précédent, doit vérifier les mêmes conditions 
sauf m'^o, et fournit sur a, a', o, une transformation définie par 

u(x^~v'oL-hu\ v'S^~è, i/(/o; = ô«'+d'r'+a(i— p')-hMH<^'-M)• 
On peut toujours faire a, = o; en supposant 0L^ = ol = Oj donc i/'^o, il reste 

d'où les quatre types 

a = o, = 0,1, 5'=- 0,1. 



Type Iir de G\k, {p=^2). 

En tenant compte des conditions d'ordre et de figure, les équations de G ont la forme 

a'=b^=i, c^=a^y d}=a^\ e*=a^ p=:ca^\ 

c~^bc=:.d~^bd=zc^^be^=b, /-^b/:=bay d~^cd^=:zca, 
e~' ce =L cba""', / *c/= c, e -^de - da^' y J-''df— db, f'^ej^ed. 

On trouve, en supposant tous les exposants < 2, 
avec 

H'=:a7V+/5 4- (x'uiy'-h z'-{' if' v), 
Dj=: wt', Ci=:i', Bf = yit -f-<3i', A^—(xy-h(x'[z-{-u(y-{-z-\- v)] -h yz + J7(^; 

H',, X^, Z\ désignent ce que deviennent H', X', Z' quand on y permute les lettres accen- 
tuées et non accentuées de même nom. 

Le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équations de G 
qui est de la forme 

ai=ra, 6i=^a^S Cl = ^5c^^65a^ d^=:d^'c-^'b''a^', 
i ei=J^e'*d-cyb'a\ fi=/^'e'*'d-cy'b''af' 
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doit, en supposant tous les exposants < 2, vérifier les conditions 
et fournit sur les exposants a, a', S, S' une transformation définie par 

«1= a, a; = a', di= 3, A- + Ô; = a/4- a'^'-h ô«'-h ô' -h/s'-f- ^/, 

On peut toujours faire 0', = o, d'où huit types : 

a = o,i, a'=ro,i, (J=:0,I, o' = o, 



Figure (l)(l)(l)(l)(ll). 

Prebiier cas : p impair. 

46. D'après les types connus (*) de figure (i)(i)(i)(ii), on voit que les équations 
de G, si Ton choisit convenablement les générateurs b, c, d, auront pour/? ^3, la forme 

aP-=î, bPzrza"^^ cP=a?y dP=:b ^'aY, eP=c'^'b^a^, /P=zb^'a^', 

c-i bc = ba^, d ^ bd = baV-, e "» be = ba^, 

f-^bf^bd*', d-^cd:=ca9, c-^ce — ca!^, f^cf—cby e'^de = db'^a^y 

f ^d/=dc, f^e/=ed, 

les exposants des générateurs autres que a ayant les diverses déterminations suivantes, 
correspondant aux divers types de G [ jaj : 

(/?>3). i. II. m. IV. iv. i\\ v. v. V-. VI. VIL vr. vir. 

o o o I £ i* I « f* o o o o 

ô' o o I o o o o o o I £ /2 £^ 

O OIOOOOIIIJIII 

i 

(si/> est ^ I mod 3, les types IV', IV" rentrent dans le type IV et les types V, V" dans le 
type V; si p est ^1 mod4» le type]Vr rentre dans le type VI et le type VIT dans le 
type VII); 



(p-S). 


i. 


11. 


m. 


IV. 


V. 


v. 
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I 
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Q' 
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— I 


9 
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I 


I 



Les conditions d'automorphisme, fermeture et permutabilité (conditions d'ordre) 

■ ■ ■ ■ " - - - _ _ 

( * ) De Ségvier, Théorie des groupes abstraits, Chap. IV. 

P. 19 
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résultant de Tadjonction successive de rf, e, /sont 

Pour que G soit de figure voulue, c'est-à-dire n'ait pas d'éléments normaux hors de }«{, 
il faut et il suffît (condition de figure) que v ou v' soit ^o. On voit alors que les seuls 
types de G| jaj qui conviennent sont les suivants (j'indique pour chacun la forme que 
prennent les conditions d'ordre et de figure) : 

Pour/îi!/>, p o, puis 

I, y = o, v = o- = — p, V ou v'^o, 

II. y~o, p :== — V, o- = v-hv', V ou -v'^o, 

III. — y= — p = a^o, v' = o, 
VI. 
VII. 

vr. 

VII, 



y Hs v9' ^ o, — p ^ 0- ^ V ^ o, v' ^ o. 



Pour /> = 3» 

I. v=np = o- = o, — J3 = y = v'^o. 

Une forme d'équations commune à tous les types de G sera donc 

rti»=/>^ = i, c''=:<ï e\ </i»z=fteaT, e^—c^l<a^^ f^z=zb^^\ 
rf Uii ca \ e «cr = ca», / ^c/=cb, e ^de=:db9a\ f-^d/=dc^ /-^e/=ed. 

Si Ton pose 
on trouve 

--= i' + »' , l = M -H M , Z = M i- -t- 3 + 5. 1 = M 1 I -t- ;»•-;- r + Vi 
-^ « [^— •■' (^3 ) -+- ^-' \^'- ) -^ -«»• -H 5'» i^" ) - »" ^^'^ ) ^ -■"' (3 ) — ^ = (^à ^J 
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puis, par récurrence, 

4- 0"/// — ^ffz -+- v' Xi» -h vj;a 2'J'~* ^ 



4- fa V «« (> r W 9v m' i' + v' (pM» t'* 1 2'J- « 2', 2', t 

+ v'at'l „ j + V .îi'( I + v'jr*+ff«*c*+ v'«| J +ePM'( J + vaiM 

— V5' i' + v' M»» I ' j + 9V' iMi» + 9V5«' 2'J' ' i', l 

■+■ <pv'i'"2'J'"*2', ( 1 4- v'«r( ) -I- <7tt'i' + v«•^'' — vsMt' 

Or on trouve par récurrence 

2*-«| " j = -L ««'(«'— !)[«'«•(«' — l) -H 2 M (a W'—l) +4], 

2';-'^'^'^ = -l««'(«'-i)[«(a.v-i)-3], 

2r»2',r'^') = ^«'(..'-i)(..'-2)[«(.v-,)-2], 
^' '''(a)" T^M»*' — ») [("' + «) (^»'*+0 — 'o(3w"+ 7^4- 7)], 

m^^ w(fv — i)(i2w.'i^*(tv'-4-i»'*-f- w + i) -h3o(45 — //'i^* — 2) 

-h IO(2fV — l) [(2 5 — l)' — 2W(^ — JU^V^] 4- l5wHV(iV — l)(45 — 5//P — 2)). 
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Si l'on tient compte des expressions connues des autres sommes et si Ton pose 
gP = érb^fa^r^ on a 

4- £' — T//*r -h (5 -h m) (i>— t'*) +/r*-l- //(^ ( o ) — 7 ["<'(' — «O + ^^+j] I -f-e'^t^'Ci-h 2vw). 

On voit que le changement de générateurs le plus général conservant la forme des équa- 
tions de G est de la forme 

on trouve d*abord les relations de condition 

l^ia^^\ r/-Mi''S V^u^'\ ^-^o, £'(// — ^ ):-£'(// i^'—l'), B;=6'wr'', 

^'^ r r( 2 ) "^ ^"1 "*■ *'''''' ^''- " ( 2 ) ""''''' ^'"^ -^i -X'. /^'= h;- H'. 

Ces conditions étant vérifiées et tous les exposants étant supposés <Cp, il en résulte 
pour les exposants des équations de G une transformation (T) défmie par 

Premier cas : /?> 5. 

7y/7e / e/e G|îaj (0 — 0'z= 9 = y r=o, v = a =: — p, vouv'^o). 

47. Les équations de G seront, en sous-entendant, comme nous le ferons toujours, les 
équations communes à tous les types 

t'f — df'=i, ef -- a^, p — a^\ e '^be = ba\ f ^b/= bay'y d-^cd = ca^'', 

e~ * ce := ca^f c^^de =: dà^, 

et (T) prend la forme 

yyi^ w/'r'', yy\ = ///'(v//'-i- v'r'), yTi=iTf/'r'-l- v[ri''(M — :;) -f- ;"« -hvuç*'], 

•x «^ «x > f «s » ^/ 
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Si V est ^ o, on peut faire v, = i , v'^ = o. Soit v, == v = i , v', = v' = o, on a 
montrant les huit types 

T — O,' ô=:o, ô'zzro, i,N; T=:0, à=l, ô' = O, (l, «*),(«, P) 

p 

qui, pour />^3 mod 4> se réduisent à six, deux valeurs de S' dans la même parenthèse 
fournissant alors le même type. 

Si V esi^o, donc v"^o, on a nécessairement v,^o, et l'on peut faire Vj = i. Soit 
V, = V == o, v'j = v' = I , on a 

on voit donc que G a les types 

T =: o, â =: O, Ô' =: O, 1 , 

Z =zO, d:= ï, 5' =: O, 

T=:l, = 0, ô'=iO,(j,/S«*), («, «Si»), 

T=I, = (!,«*), (/,«•»), Ô'=:0, 

les deux valeurs de o dans la même parenthèse fournissant le mémo type si p est 
^i mod 4» et les trois valeurs de S' dans la même parenthèse fournissant le même 
type si p est^i mod 3. 

Type II de G\\a\ ( 6 = ô' = o, (f=i, y = o, p =: — v, o* = v -f- v', v ou v' ^zi o). 

Les équations de G seront 

cP=dP=i, eP = a^, /''==«''', e-^be = bayy f-'^bf=bà:*\ d-^cd = ca-'', 

e^* ce = ca^+^', e; ^ dez= ba"^, 

et (T) devient, en tenant compte des conditions 

;^w*v,= V, ;^w^v', = vu^u' -{- v', ;^Tir=T4- J(« — i) 4- (v H- ^y)riUi -h v {'E,'^ u — ri" z -h w*/), 

Si V 65^ ^o, on peut faire V| = i, Vj = o; en supposant v, = v = i, v| = v'= o, on a 
yji^^ I, ««'=0, «-*Ti = T-h|(w— i) -h Yî"(« — s) -^l" u -h u'^y, 
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on peut toujours faire T| = o (le coefficient dey étant 3ir'*)et Ton voit que les types 



sont 



T = o, 3 = 0, (i, /,/*), ô'=:o; 7 = 0, 3 = 0,1,...,^ î> d'=i,N; 



les trois valeurs de Z dans la parenthèse fournissent les mêmes types si/i est ^2 mod3. 
5/v est E^==o, donc v'^o, on a nécessairement v^^o et Ton peut faire v', = i; soit donc 
v'^ = v'= I, on a 

on peut toujours faire T|= o et Ton voit, si S est ^o, les types 

les cinq valeurs de c' dans la parenthèse fournissent le même type si/> est ^i mod 5; 
si 8 est pd o, on peut toujours faire Z\ = o et l'on a les types 

les trois valeurs de 8 dans la même parenthèse fournissent le même type si p est 
7^ I mod 3. 



Type m de G\\a\ (Ô — 9 = 0, O' — i, — y = — p — (t — v ^o, v' = o). 

Comme on peut prendre a^ pour a, on peut toujours supposer v = 1 et écrire les équa- 
tions de G 

c'*:-i, di*-.a^ ei'-o^y /p=zba^\ e ^be=zba, f-^ô/=b, d-^cd = ca-\ 

e -^ce — CGj e~ * de zr dà^. 

Kn tenant compte des conditions générales auxquelles il faut joindre y^^u^ç'^^ u'^o, 
(T) devient 

le ooeOicient de v dans t, étant 2, on voit qu'il y a les trois types 



FIGURE (i)(i)(i)(i)(it). i5i 



Types VI et VU de (^\\a\ (9'= (r, «*),(/, i"»), 9 = o, 9 = i, v'=o, y = v0', — p = a— . v^^o). 

Comme on peut prendre à* pour a, on peut toujours supposer v = i et écrire les équa- 
tions de G 

cP=iy dP=ia^\ ePziza^, fp=b^'a^\ e-^be = ba, f-^b/=b, d-^cd = ca-\ 

e~^ ce zr ca, e~^de •=: dbà^. 

En tenant compte des conditions générales auxquelles il faut joindre y ==a*/% w' = o, 
(T) devient 

le coefficient dey dans T4 étant 2, on voit qu'il y a, pour chaque valeur de ô', trois types, 

0' = (,,i-î), (1,1»), r=i:d = o, a = o, i,N; 

les deux valeurs de ô' dans la même parenthèse fournissent le même type si p est 
^imod4. 

Deuxième cas : p = 5. 

48. Il n'y a, dans ce qui précède, à modifier pour chaque type de G] j a { que la trans- 
formation (T). 

Type I de G\\a\. 

La transformation (T) sera 

X3j= 3//, x^i = ^"'-+- 3'r'-t- M'i/»(i -+- 2vm'). 

Si V ^f/ ^ o, on peut faire V| = i , v'^ = o-; en supposant v, = v = i , v'^ = v' = o, donc 
y^^ii^s^'^, w'^o, les formules de (T) deviennent les mêmes que pour/? > 5 et ^i mod4- 

Siv est ^o, donc v'^o, on a nécessairement v,^o et Ton peut faire v', = i, soit 
donc v'^ == v'= i, donc X^="» (T) devient : 

En prenant S4-p''^o, on peut faire 8\ = o en disposant de a', on a donc les 
types : 

T = 0, = 0,1,2.3,4» Ô'=0. 
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Type H de (i\ \a\. 

La transformation (T) sera 

5i V estyéo, on voit, comme précédemment, que l'on a les même^ types que pour/? > 5 
et ^imodS. 
Si vest^o^ on a v< ^ o et Ton peut faire v^ = i ; en supposant v'^ = v' = i , on a 

X = w, wt, = T -h 3(;/ — i) -t- 3(;/'— i) -hzu^, d, = ô, uè[ = (5 + f/»)w'+ â'//*, 

ce qui donne les types 

T = â'l=0, 5 = 0, I, 2, 3, /|. 



7>7?e ///, F/. VIIdeG\\a \. 

Les formules (T) étant les mêmes que pour />>5, G a les quinze mêmes types que 
pour/?> 5 et^imod^. 

Troisième cxs : p = 3. 

49. Nous avons vu que le type I de G | j a | convient seul ; comme en vertu de la condi- 
tion de figure on peut prendre a^ pour a, on peut supposer v'= i et écrire les équations 
de G, en tenant compte des conditions d'ordre 

C-' bc = d-' bd = e-' be =: 6, /-* bf=: ba, 
d~^cd = e-^ce=:cy f-^cf=cb, e-^deziz da'^^ /-^d/=dCy f-^e/^=ed. 

Le changement de générateurs le plus général conservant cette forme d'équations est 
de la forme 

a,=za\ b^—b^a\ Ci=:c^'6^V'', d,-d^''c-^''b^'af'\ 
e^ -=fe''d-cyb'a^y /, — f"' e''' d- cy' b'^' a^\ 
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avec les conditions {j\j\j'\ /désignant des entiers arbitraires) 

{f^o (je supposerai ^^ = o), uv'^o, 
O^Uf Ç — M(/, h^zç'y -n'^zu — Sl, ^'= «(i'' — i) 4-5, 

l' = u(j^^^z(i^'^i)-hyv'-hj\ A'=H;-H'+y^-y', /^(^;'«- ,)-f-3(y 4- /+yV') = o. 

Et la transformation opérée sur les exposants t, S, S' est définie par 

Ti = Taf^, «3, = As -h /-h /i'—^, //ij = Ai. 

Or« on trouve, en tenant compte des conditions, 

A,4-/-hA'— A =:«[ô + Ti/'i>' — {( (/—!)((/- 2) (i^'« 4-2)]; 

comme 9' est ps^o, y(<^'— i)(«^'— 2) est entier et t''^ 4- 2^^''^— i est^o, on a donc 

a,=a4-Ta'^', ttô; = w'a4-c^'a'-«'(''— Ttt'*(>'4-«'f''(3y 

On voit qucT, est^o toujours et seulement si t est ^o. Si t est ^o on a S|^S, et 
en prenant i''— S^o, o<«^'<3, (ç' ^ B)u'^i^'8\ on peut faire B\ = o, d'où les trois 
types 

T = O, zr o, I , — 1 , m O. 

Si T est ^o, on peut faire t, = i; et en supposant t, = t = i, donc w'^i, on a 
Si^ S + !/>'. En prenant i''= — i, i/'= S, on peut faire S, = o; en supposant S, = S = o, 
donc a'^o, on a S'^^S', d'où les trois types 

T = I, a = 0, Ô'=0, I, — I. 



Deuxième cas : /? = 2. 

50. On connaît (*) tDus les types de g^-» ayant un e^— » et Ton sait qu'ils sont tous de 
figure (i) (i) . .. (i)(ii). D'autre part, il est facile de voir que tout g^m de figure 
(i)(i) ...(11) a un e^^i. Supposons, en effet, le théorème vrai pour les groupes de 
même figure et d'ordre inférieur, m étant >5 (le théorème se vérifie directement 
pour/n<4)- D'après les types connus de G| jaj qui est un ga»»-' contenant par hypothèse 

^^^^— i^^i^— — ^^i^^^— ^-^^^"^ ■ ■ -Il mÊm^mm^,^ I ■■ I ■■■!■ .1 ■ ■■ ■ » I I ■ I ■■-■■■»■■■■ ^. » ■ ■ II» ■»■ ^^— ^^^^^^» M l. ■ ,!■ » I I . . ■^^■— ^1— —^ 

(*) De Séguier, Éléments de la théorie des groupes abstraits, n*" 141. 

P. 20 
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un e^^ 9 G a des équations de la forme 

a«=:i, ô'^-'izraa, c^=b^a?, b-'ab = c-^ac = a, c-^bc = b^-ay, 

et ^ ayant les trois systèmes de valeurs suivants (correspondant aux trois types 
distincts de G| ja j) 

6: o, a*»-», o, 

Or a est ^o, car si a était ^o, on aurait 6^'""*= i, et comme on a toujours ^ — i^o, 
il en résulterait c"*6^'"~'c = 6^^""*= 6^""*; et 6*"*"* hors de \a\ serait normal. Ainsi 
a est ^ o et è est un e^^* de G. 



LISTE DES Gp^ ET DE QUELQUES Gr. 



51. Je donne ici les équations de chacun des types qui ont été déterminés au cours du 
précédent travail. G désignant toujours le groupe et A le central, je sous-entendrai tou- 
jours les équations exprimant que tout élément de A est permutable à tout élément de G. 

Les premiers membres des équations de G ne sont écrits qu'une fois, au commence- 
ment de chaque figure; les différentes formes de chaque second membre sont écrites dans 
la colonne du premier membre correspondant; à chaque type de G correspond ainsi une 
ligne de seconds membres. Une catégorie de types de G ayant même G| A est précédée 
d'un chiffre romain. J'ai conservé pour les exposants les notations employées au cours de 
la détermination des types. 
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Figure (^1)(1)(11). — 5>1. — Central: la, 6}. 
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Figure (5)(11)(11). — 5>1. — Central : la}. 



aP* bP cP dP eP c-^bc d-^bd e-^be d'^cd e-^ce e-^de 



/?>2. 



I. 


(I) I 


I 


I I a?' 


b 


baP"' 


b 


c 


caP'-' 


de 


P' o,i 


2 types, 




(2) I 


I 


1 aP I 


b 


baP'-' 


b 


c 


caP'-' 


de 


P-i,N 


2 » 




(a) I 


a 


I I I 


b 


baP'-' 


b 


c 


caP'-' 


de 




I type, 


IL 


(0 I 


I 


aP-* ca? b 


b 


ba-P'-" 


b 


c 


. caP'-' 


de 


1 (3=0,1, ... 


P types. 




(a) I 


a 


aP'-^ I b 


b 


ba-P'-' 


b 


c 


caP'-' 


de 




I type. 



p = 1. 



m. (.) I 


I 


a}'-' 


aP 


I 


b 


b 


ba^"' 


ea}'-' 


ea}'-' 


de 


(î=o,i 


2 types, 


(2) I 


I 


a»'- 


a 


a 


b 


b 


ba}'-' 


ea**-' 


ea}'-' 


de 




I type, 


(3) I 


a 


a}'-' 


I 


I 


b 


b 


ba^'-' 


ea*'" 


eà^'-' 


de 




I » 


IV. (I) . 


I 


I 


a» 


b 


b 


ba}'-' 


b 


e 


ea}'-' 


de 


P-o,i 


a types. 


(2) I 


a 


I 


I 


b 


b. 


ba^-' 


b 


c 


ea}'-' 


de 




I type. 



Figure (5)(1)(1)(11). — s>i. — Central : !«!• 
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Fiaimi (ri}(ii). — r^l, #>1. — Central : ;a, 6'. 



tf/^ hP' cP dP d-^cd 



(•) • 


f 1 


/yv 


caP'-^ 


V OyI 


2 types, 


r>Sf 


(a) 1 


f f 


a 


caP"^ 




« type. 


r>5. 


(3) 1 


1 b 


a 


caP'^ 




' « (•), 


r>5, 


(4) • 


f 1 


b' 


cbP^ 


v = o,i 


a types. 




(5) . 


f f 


a 


cbP'-* 




I type. 




(fl) < 


1 b 


a 


cbP*^ 




I » n. 





FfouRK (rsi){ii). — Central : |a, ^^cj, 



^ï/*' 



A/** 



c/* 



r//' 



eP 



er^de 



5>i 



(') 




t 1 


et 


daf-' 


/ o.. 


3 types. 




('-•) 




1 cT 


b 


daP^' 


y — 0,1 


2 » 




(•■») 




1 cï 


a 


daP^' 


y — o, I 


a » 




(-i) 




1 6 


a 


daP'-' 




I lype. 




(•'■') 




t t 


et 


dbP-' 


/-o.i 


a types, 




(«) 




1 cT 


b 


dbP'-' 


y = o, I 


a » 




(7) 




1 et 


a 


dbP"' 


y-o, I 


2 » 




(H) 




1 6 


a 


dbP-' 




I type, 




(») 




1 t 


et 


de 


y' o,. 


a types, 


P>^, 


(10) 




I c^ 


c 


de 


y = o, I 


a » 


p — 2. 


(«0 




1 cT 


a 


de 


y = o,i 


a » , 




(n) 


1 I 


1 b 


a 


de 




I type(»). 





/' = S>I 



p) 






1 


cY' 


dbP"' 


/ = o, I 


a types. 


V^) 






cT 


b 


dbP"^' 


y — o, I 


a » 


(i) i 






cT 


a 


dbP'^' 


y = 0,1 


a » 


(4) 






6 


a 


dbP'-' 




ï type, 


V^) 1 






1 


cr 


de 


/ = o, I 


a types, 


(6) 1 






CY 


c 


de 


y = o, I 


a » 


(-) 






cT 


b 


de 


y — o, 1 


a » 


(S^ 1 






6 


a 


de 




I type ( ' 



/> = 2: 



iM T>|H^ «i>mu Unis SOS ilivisours iMlens. 
V*^ 1N|H> tt>«nt Unis sos diviseurs «Mious, 
VM 1N|H> tt)<uu Unis s^s dixisouis «IkMîous. 
VM V>^M(k ANAttt unis sfs divisours aWlious, 



! 



aP" 



bP' 



CP 



LISTE DE QUELQUE» G^» 

dP eP e-^de 



f59 



r>5:=I. 



(0 


[ I I 


et 


daP"" 


/ — O, 1 


2 types. 


' * 


\ 
1 


(Q) I 1 


[ . I b 


c 


da^'-' 




I type. 




1 


(3) 


\ 1 I 


a 


daP"-' 




I » 




■ 


(4) I 1 


[ I c 


a 


daP'-' 




I type(*), 




) 


(5) 


[ I I 


et 


de 


/ = o, I 


2 types. 


/>>2, 


\ 


(6) I 


[ I et 


c 


de 


y = o, I 


2 D 


p = 'i. 


\ 


(7) I 


I I cï 


b 


de 


y--o, ï 


2 » 




.) 


(8) I 


I I CY 


a 


de 


y = o, I 


2 D 




\ 


(9) ' - ' 


[ 1 b 


a 


de 




itype(«). 




ï) 



FiGUEE (r5)(lll). — Central : | a, 6 [. 



aP^ bP' cP dP eP d^^cd er^ce c^de 



r>s>i. 



(I) 1 


I I 


1 


b-* 


c 


caP"-' 


dbP'-' 


V = O, I 


2 types. 


(2) I 


I 1 


b 


I 


c 


cai^' 


' dbP"' 




1 type, 


(3) , 


I b 


1 


I 


c 


caP'-" 


dbP'"' 




I » 


(4) I 


I I 


bv- 


a 


c 


caP^' 


' dbP"' 


fX = 0, I 


2 types. 


(5) I 


I b 


I 


a 


c 


caP'-' 


dbP"' 




I type, 


(6) I 


I I 


a 


b^ 


c 


eaP'-' 


cbP"' 


V — o, I 


2 types. 


(7) « 


I b 


a 


) 


c 


caP"'' 


cbP"' 




I type. 


(8) I 


i 6N 


a 


I 


c 


eaP'-' 


cbP'" 




I » 


(9) I 


I a 


I 


b-* 


c 


caP'-' 


' cbP'-' 


v = o, I 


2 types, 


(10) I 


I a 


b^ 


I 


c 


caP'" 


' cbP'" 


fX = I, ...,/> — ! 


p — I types 



/>>2. 



r>-* = i. 



(0 


I 


I 


I 


I 


6^ 


c 


caP"-' 


cbP'-' 


vi=o, I 


2 types, 


/?>2, 


(a) 


I 


1 


I 


b 


I 


c 


caP'-' 


cbP"-' 




I type. 


/>>2, 


(3) 


I 


I 


I 


I 


I 


c 


caP"-' 


ebP'-' 




I » 


/> = 2,, 


(4) 


I 


I 


I 


b 


b' 


c 


caP'-' 


ebP'-' 


V — o, 1 


2 types. 


P = 2. 



(1) Si r = 2, type de gp« dont tous les gp* sont abéliens. 
(*) Type ayant tous ses diviseurs abéliens. 
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(*>^^pe ayant tous ses gp»»-» abéliens. 
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Figure {rs) (22). — Central : 1 a, b {. 
Types dont tous les gp»*-* sont abé liens. 

I type, 

I » 
I type, 

Figure (111)(1)(11). -- Central \a, b,c[. 
nP bP cP dP eP fp e~^de f"^df f^ef 

p > 2. 
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Figure (11) (1111). — Central : \a, b[. 
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1. — Le commutant est d* ordre p. 



(0 " 


I 


ba b 


I 


I 


ea 


c 


e 


d 


d 


ca 


(Q) I 


I 


ba I 


I 


b 


ca 


c 


c 


d 


d 


ca 



I type, 
I )) 



i64 



aP bP cP dP eP p 



LES GROUPES D ORDRE />^. 
d ^cd e-'ce f-'cf e-'de / 'd/ f-'ef 



P = 



a. 



(3) 


1 


I 


b 


I 


1 


1 


ca 


c 


c 


d 


d 


€1 


(4) 


I 


I 


a 


a 


1 


b 


ca 


c 


c 


d 


d 


ex 


(5) 


1 


1 


1 


b 


b 


b 


ca 


c 


c 


d 


d 


ea 


(6) 


I 


1 


b 


I 


I 


] 


ca 


c 


c 


d 


d 


ei 



I type, 
I type, 
I » 
I type. 
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